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RESUMO

Na Engenharia Mecanica, o critério de von Mises para o inicio de escoamento dos metais € um topico
chave nas areas de projetos mecanicos e conformacdo mecanica. Em geral, o ensino deste tdpico na
graduacdo utiliza a abordagem da méxima energia de distorcao eléstica, que ndo decorre diretamente
do estudo prévio das tensdes de cisalhamento principais. Neste trabalho é mostrado que a equagéo do
critério de von Mises pode ser deduzida atraves de abordagens que consideram conjuntos especificos
de planos de cisalhamento ativados na deformacdo, e que a tenséo equivalente de von Mises é a média
quadréatica das tensbes de cisalhamento principais. Assim, € proposto um novo postulado para o
critério de escoamento de von Mises, de maneira que este critério é diretamente deduzido a partir do
estudo das tensdes de cisalhamento principais e, desta forma, relaciona-se didaticamente ao critério
de escoamento de Tresca (critério da maxima tensdo de cisalhamento). Acredita-se que esta
abordagem é mais intuitiva e deve facilitar a compreensao do estudante sobre o assunto.

Palavras-chave: critério de von Mises; tensbes de cisalhamento principais; Ensino de Engenharia;
Mecénica dos Materiais.

ABSTRACT

In mechanical engineering, the von Mises yield criterium is a key topic in mechanical design and
metal forming analysis. In general, this topic is taught at undergraduation courses using the maximum
elastic distortion energy approach, which does not follow directly from the previous study of the
principal shear stresses. In the present work, it is shown that the von Mises equation can be derived
by using approaches that consider specific shear plans sliding during deformation, and also that the
equivalent von Mises stress is the root mean square of the principal shear stresses. Thus, it is presented
a new statement for the von Mises yield criterion so that it is directly obtained from the root-mean-
square of the principal shear stresses. This procedure connects didactically von Mises criterion to
Tresca criterion (of maximum shear stress). It is believed this approach is more intuitive and it may
help the student’s learning on this important issue.

Keywords: von Mises yielding criterion, principal shear stresses, engineering teaching, mechanics
of materials.
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INTRODUCAO

A maior parte dos componentes mecanicos
e estruturais sdo feitos de ligas metalicas
ducteis, especialmente acos e ligas de aluminio.
No contexto da resisténcia dos materiais e
projeto mecanico, um componente sob acédo de
forcgas externas s6 deve deformar elasticamente;
a transicdo do regime de deformacéo elastica
para o regime de deformacdo plastica € uma
falha mecénica que diminui a eficiéncia do
sistema, podendo causar sérios acidentes com
danos materiais e até perdas humanas. Por outro
lado, a fabricacdo destes componentes a partir
de formas simples como blocos e barras ocorre
atraves da deformacdo plastica. Ou seja, a
determinacdo do ponto de transicdo entre 0S
regimes de deformacdo elastica e plastica ¢
importante tanto do ponto de vista do projeto
mecanico quanto da fabricacdo mecéanica. Para
0s metais, a deformacdo plastica € um
fendmeno associado ao deslizamento de planos
atbmicos (através da movimentacdo de
discordancias), comumente chamado de
escoamento.  Dessa  forma, para O
dimensionamento de componentes mecanicos
ou determinacdo da carga necessaria para a
conformacdo mecanica, € fundamental aplicar
um critério tedrico para ocorréncia de
escoamento sob um dado estado de tensdes
aplicadas sobre o material (NORTON, 2013;
BUDYNAS, NISBETT, 2011; RODRIGUES,
MARTINS, 2010).

Nos cursos de graduacdo em Engenharia
Mecénica, o ensino dos critérios de escoamento
€ um topico obrigatério em disciplinas como
Mecénica dos Materiais, Resisténcia dos
Materiais, Mecéanica dos Solidos e Teoria e
Anélise de Falhas, bem como tem aplicacdes
diretas nas disciplinas Elementos de Maquinas,
Projeto Mecanico, Conformacdo Mecanica e
Anélise de Tensdes. Os dois critérios de
escoamento sob cargas estaticas aplicados para
metais ducteis e isotropicos estudados na
graduacdo em engenharia sdo o critério da
maxima tensdo de cisalhamento, conhecido
como critério de escoamento de Tresca, e 0
critério da maxima energia de distorcao,
conhecido como critério de escoamento de von
Mises (BEER et al., 2015). Na Engenharia
Mecénica, o critério de von Mises é 0 mais

amplamente utilizado por dois motivos: fornece
resultados mais proximos dos dados
experimentais e € muito mais simples de ser
manipulado matematicamente, tanto no projeto
mecanico (para previsdo de escoamento sob
cargas combinadas estaticas ou acoplado aos
critéerios de falha por fadiga), quanto na
conformacdo  mecéanica (tensdo  efetiva
acoplada a relacdo tensdo-deformagdo no
regime plastico) (NORTON, 2013;
RODRIGUES, MARTINS, 2010).

A interpretacdo fisica do critério de von
Mises baseada na energia de distorcao elastica
foi  desenvolvida  principalmente  por
Maksymilian Hubner e Heinrich Hencky
(JONES, 2009; OSAKADA, 2010), e
atualmente é predominante na comunidade
cientifica da é&rea, sendo atualmente a
explicacdo encontrada nos livros didaticos da
graduacdo (BEER et al., 2015; HIBELLER,
2010; NORTON, 2013; BUDYNAS,
NISBETT, 2011). Entretanto, essa abordagem
ndo € intuitiva e os alunos tém dificuldade de
entender o significado fisico do critério de von
Mises.

Apesar da importancia do tdpico, o autor
ndo encontrou nenhuma discusséao na literatura
sobre abordagens didéaticas ou alternativas para
a deducdo do critério de von Mises. O presente
trabalho tem o objetivo de auxiliar professores
na apresentacado e explicacdo do critério de von
Mises em disciplinas da graduacdo como
Mecénica dos Materiais. Para isso, €
desenvolvido um novo postulado baseado na
ideia mais intuitiva da deformacdo plastica
ocorrer nos planos das tensdes de cisalhamento
principais. Além disso, € apresentado um
roteiro para o ensino do assunto.

REVISAO DA LITERATURA

Apds varios anos lecionando este tdpico
para turmas de Engenharia Mecanica e
Engenharia de Materiais, 0 autor concluiu que
as dificuldades dos alunos no entendimento do
crittrio de von Mises poderiam  ser
minimizadas se for seguida uma conexao légica
entre o critério de Tresca e o critério de von
Mises, ou seja, se este Ultimo fosse também
explicado a partir das tensfes de cisalhamento
principais atuantes ao invés da energia de
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distorcdo  elastica, um conceito que
normalmente parece mais abstrato ao
estudante?.

O autor fez uma revisdo da literatura e
encontrou que, além da ideia da maxima
energia de distorcdo elastica, existem pelo
menos outras cinco abordagens tedricas e
interpretacdes fisicas para o critério de
escoamento de von Mises: abordagem
geométrica de Richard von Mises (1913)
baseada no conceito de superficie limite de
deformacdo; abordagem da tensdo de
cisalhamento média atuante em todos os planos
do sélido de George Sines (1969); abordagem
da méxima tensdo de cisalhamento média
atuante nos planos octaédricos de Arpad Nadai
(JONES, 2009); abordagem matematica através
do invariante do tensor de tensdes desviatorio
(DIETER, 1981; RODRIGUES, MARTINS,
2010); e a abordagem matematica através de
expansdo em série de Taylor de uma funcgdo
desconhecida (XIANG et al, 2007).

Todas as abordagens tedricas citadas estdo
de alguma forma relacionadas, mas, para 0S
objetivos didaticos propostos neste artigo, sao
de interesse a deducdo original do critério
realizada por von Mises, a abordagem de Sines
e a abordagem de NA&dai, pois essas trés
abordagens se utilizam da ideia de que a
deformacdo ocorre pelas tensbes de
cisalhamento atuando em um conjunto de
planos especificos do material. Ao longo deste
trabalho, essas abordagens serdo descritas e
relacionadas para demonstrar 0 novo postulado
para o critério de von Mises.

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

A chave para a compreensdo dos critérios
de escoamento de Tresca e von Mises é
entender o conceito de Tensao de Cisalhamento
Principal. Nesta etapa da disciplina, o estudante
deve estar bem familiarizado com os conceitos
de tensdo normal, tensdo de cisalhamento,
tensdo em plano obliquo, estado geral de
tensdes e estados equivalentes de tensdo. A
seguir, vamos brevemente mostrar os topicos

2 Acrescenta-se ainda o fato de que, normalmente, o conceito de energia
de deformag&o so é introduzido no capitulo final dos livros de Mecénica
dos Materiais.

que o professor deve enfatizar para facilitar o
entendimento dos critérios de escoamento.

Um ponto infinitesimal qualquer Q de um
solido submetido a forcas externas esta sujeito
a um estado geral de tensbes com nove
componentes:  ay, gy, 0, Txy, Txzs Tyz Tyxs Tzxs
T,y , Calculadas em fungdo de um sistema de
eixos x,y,z definido arbitrariamente. Essas
componentes atuam nas faces do cubo que
representa 0 ponto Q como mostrado na
Figura 1. Existem infinitos sistemas de eixo e,
portanto, infinitos estados de tensdo
equivalentes. Em um desses estados de tensao
(com sistema de eixos a,b,c), as tensdes
cisalhantes séo nulas e apenas tensdes normais
sdo atuantes, ver Figura 1. Essas tensOes
normais sdo chamadas tensGes normais
principais a,, g3, 0. e as faces do cubo sdo os
planos principais. Depois de calculadas, as
tensdes o, 0}, 0. Sd0 ordenadas da maior para
a menor como oy, ,, 0s.

Considere agora um plano qualquer no
interior do solido formando um angulo 6 com o
plano principal bc como mostrado na Figura 2.
As forcas na direcdo a e b (que causam as
tensdes normais o, e g3, Nos planos principais

bc e ac) provocam tensdes normais of,af e

tensBes de cisalhamento 78,7 no plano 6.
As tensdes de cisalhamento s&o calculadas
de acordo com a relagdo®:

18 = 0, senf cos O (1)
1) = 03, sen(90° — 6) cos(90° — 6) (2

Os maiores valores de tensdo de
cisalhamento estardo, portanto, no plano a 45°
dos planos principais:

% = g, sen45°cos 45° = % (3)
% = 0j, sen 45° cos 45° = % 4)

A tensdo de cisalhamento méaxima total no
plano vale:

max

loa—0pl
Tap = |28 — Tp'¥| = =2 (5)

2

3 Para mais detalhes: ver Beer et al. (2015).
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Similarmente, para os planos obliquos aos A Figura 3 mostra todos os planos das
outros planos principais tem-se: tensdes de cisalhamento principais. Note que o
plano 6 + 90° é geometricamente equivalente
Tge = % (6) ao plano 6.
Op—0,
Tpe = b2 < (7)

Figural — Tensdes em um ponto Q: Estado Geral para um sistema arbitrario qualquer x,y,z (esquerda) e
Estado de TensGes Principais que esta em um sistema de eixos a,b,c (direita)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura2 — Tensdes de cisalhamento 7¢,7f em um plano obliquo 6 (esquerda) e Tensdes de cisalhamento
maximas 7%, 77*** quando 6 = 45° (direita)
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 3 — Planos das tensdes de cisalhamento principais maximas Ty, Tac) The
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Fonte: elaborada pelo autor.

O leitor atento deve ter observado que nos
livros de graduagdo em engenharia, a obtengéo
das tensbes normais principais € feita através de
geometria e apenas para o estado plano de
tensdes, ou seja, para 0 caso em que g, = 0.
Entretanto, este procedimento torna dificil para
0 estudante posteriormente visualizar as tensdes
maximas de cisalhamento t,. € T,. que
ocorrem fora do estado plano. A solucéo ideal
para esse “problema didatico” seria deduzir as
tensdes normais principais usando geometria
para 0 caso tridimensional geral (mais
complicado) ou através do calculo matricial e 0
conceito dos invariantes do tensor de tensdes
(ver, por exemplo, Dieter [1981] e Rodrigues e
Martins [2015]). Entretanto, a solucéo proposta
aqui € explicar para o aluno que o estado de
tensdes principais deve necessariamente
existir, uma vez que as componentes do estado
de tensdes dependem apenas da escolha
arbitraria do sistema de eixos e deixar claro que
0 estado de tensGes principais é sempre
tridimensional (Figura 1). Ai, depois, pode-se
seguir para o caso particular do estado plano de
tensdes, calculando-se sempre as trés tensdes
0.,0p,e0d.. O fato que o, (mesmo sendo
eventualmente igual a zero) deve sempre ser
levada em conta € o ponto importante para o
entendimento dos critérios de escoamento.

Como o,, 03,0, sd0 ordenadas da maior
para a menor como ay,d,,d3; as tensdes de
cisalhamento 74, T4e Tpe  S80  também
eventualmente nomeadas como Tt,,,T;3, T3,
sendo que a maxima tensdo de cisalhamento
principal é:

T13 = 01:73 (8)

Critério de Tresca

Segundo Osakada (2010), em 1864, Henry
E. Tresca publicou vérios estudos sobre o
escoamento plastico com a hipotese que a
tensédo de cisalhamento do material era que
determinava a resisténcia a deformacdo
plastica. Barré de Saint-Venant leu os artigos de
Tresca e, em 1871, publicou um trabalho
analitico no qual afirmava que “a tensdo de
cisalhamento maxima em cada ponto deve ser
igual a uma constante especifica do material na
regido plastica”, estabelecendo a base tedrica
para um critério de escoamento. Em 1882, Otto
Mohr apresentou uma representacéo grafica do
estado de tensdo em um ponto, usando as
tensfes normal o e de cisalhamento t como
coordenadas, e criou a teoria do limite de
fratura e da condigéo de escoamento. Em 1900,
James Guest publicou estudos sobre a
resisténcia dos materiais dudcteis sob estados
planos de tensdo gerados por carregamento
combinado. Ele apresentou os resultados num
gréafico usado até os dias atuais, tendo como
coordenadas as tensdes principais o, € 03, , €
também concluiu que o escoamento ocorre
guando a maxima tensdo de cisalhamento
atinge um valor critico. Note que o critério de
Tresca poderia ser mais adequadamente
chamado de critério de Tresca-Saint Venant-
Mohr-Guest.
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De acordo com Kachanov (2004), no caso
tridimensional, a forma final do critério de
Tresca estabelece que 0 escoamento vai ocorrer
se 0 valor absoluto das tensdes de cisalhamento
principais for igual ou maior que um valor
critico 7':

|Tap| =T
|Tgcl =7 9)
|Tbc| >1

Escrevendo a Equacdo (9) em fungéo das
tensdes normais principais, tem-se para 7, :

|O-a;0-b| 2 T, (10)
O valor de 7’ é obtido considerando o
ensaio de tracdo uniaxial em que g, =Y e
o, = o, =0, sendo Y a tensdo de escoamento
do material. Assim:
ly-o| _ Y _

2 E =7 (ll)

Substituindo 7' da Equacdo (11) na
Equacdo (10), e generalizando para as trés
tensdes de cisalhamento principais, tem-se:

lo, —0,| =Y
log — 0. =Y (12)
lo, —o.| =Y

Se qualquer uma das desigualdades na
Equacdo (12) for satisfeita, 0 escoamento vai
ocorrer no plano da tensdo maxima
correspondente. No sistema de coordenadas das
tensdes de cisalhamento principais
Tab»Tac» Tpe » EQ. (9), a superficie limite de
elasticidade do critério de Tresca é um cubo,
enquanto no sistema de coordenadas das
tensdes normais principais a,, g3, 0., Equacéo
(12), a superficie limite de elasticidade é um
prisma hexagonal de comprimento infinito (ver
Figura 4).

E importante observar que, pelo critério de
Tresca, 0 escoamento vai ocorrer no plano da
maior tensdo de cisalhamento 7,5 , a qual pode
SEr Typ, Tqe OU Tpc. IStO €, apenas a combinagdo
das tensGes normais principais maxima o, e
minima o deve provocar 0 escoamento; em
outras palavras, o critério de Tresca néo

considera a possivel influéncia da tensédo
normal principal intermediaria o,.

Outro ponto importante é que no ensaio de
torcdo, em que k é a tensdo de cisalhamento
puro, tem-se g, =k, 0, =0¢e03=—k, e a
Equacdo (12) resulta em:

|k — (—ky)l =Y (13)

k=2 (14)

Figura 4 — Superficie limite de elasticidade do
critério de escoamento de Tresca: no espaco das
tensdes de cisalhamento principais (acima) e no
espaco das tensdes normais principais (abaixo)

Tab

Nl
Fonte: elaborada pelo autor.

Em razdo de que a maioria dos
componentes mecanicos simples estdo sujeitos
a um Estado Plano de Tensdo, os livros de
graduacdo costumam abordar apenas este caso
especifico, considerando a tensdo normal
principal g, = 0. Nesse caso, trés resultados
sdo possiveis para a Equacgéo (12):

e Se as tensdes principais o, e g;, forem

positivas, tem-se: o, =0, , 0, =
oy, 03 = 0, resultando em |o,| = Y;
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e Se as tensdes principais o, € g;, forem
negativas, tem-se: o, =0 , o, =
0,, 03 = 0y, resultando em |g,,| = Y;

e Se as tensOes principais g, € gy, tiverem
sinais contrarios, tem-se o, = g, 0, =
0, o3 = 0, , resultando em
o, —op| =Y.

A representacdo grafica do critério de
Tresca para o Estado Plano de Tensdo segue a
ideia original de James Guest, com a fronteira
da regido elastica sendo um hexagono irregular
como mostrado na Figura 5 (também
visualizado em verde na Figura 4). Qualquer
estado de tensfes na fronteira ou fora do
hexadgono vai provocar o escoamento do
material.

Figura 5 — Hexagono de Tresca como fronteira de
escoamento para o Estado Plano de Tensdo

A

Op

Y

Fonte: elaborada pelo autor.

ABORDAGENS TEORICAS PARA
O CRITERIO DE VON MISES

A seguir serdo analisadas as abordagens de
von Mises, Sines e Néadai para a deducgdo do
critério de von Mises.

Abordagem de von Mises

Richard von Mises (1913) desenvolveu seu
critério de escoamento a partir da superficie
limite de escoamento do critério de Tresca no
sistema de coordenadas das tensbGes de
cisalhamento principais 74y, Tae Tpe - VON
Mises inicialmente observou que o escoamento
havia sido determinado experimentalmente
apenas para estados de tensdo em que uma das
tensdes de cisalhamento é zero e o valor

;- Y ~
absoluto das outras duas € igual a 7 que sao os

pontos vermelhos na Figura 6.

Tomando as faces do cubo como limites
para o0 escoamento de Tresca, a ligagéo entre
esses pontos forma um hexagono regular. De
acordo com von Mises (1913): “a conexao
direta surge da suposicao de que (isso) é devido
(apenas) & maior tensdo de cisalhamento, isto é,
as tensdes de cisalhamento principais menores
sdo irrelevantes. Essa suposicdo néo parece téo
plausivel que ndo se deva tentar substituir o
hexadgono por uma estrutura mais simples,
nomeadamente um circulo circunscrito” (VON
MISES, 1913). Entdo, se o hexagono € uma
solucdo a partir da hip6tese que a superficie
limite de escoamento € um cubo, o circulo
decorre da hip6tese que a superficie limite de
escoamento é uma esfera dada pela equacéo:

Tap? + Tae? + 12 = R? (15)

Figura 6 — Modelo geométrico usado por R. von
Mises na deducéo do seu critério de escoamento

Tab

The

Fonte: elaborada pelo autor.

2
Sendo R? =2(§) , e substituindo as

tensbes de cisalhamento principais pelas
tensbes normais principais dadas pelas
Equacgdes (5), (6) e (7), a Equacdo (15) é
reescrita como:

() + (252 + (25) =2 () 4a9)
=)+ (=0 + (0= 0] =¥ (17)
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O lado esquerdo da Equacédo (17) é a tensdo
equivalente de von Mises, gy . 0O
crittrio de von Mises estabelece que o
escoamento vai ocorrer se:

Ooym >Y (18)

No espaco das tensdes normais principais,
a superficie limite de escoamento € um cilindro

de raio igual a \EY e comprimento infinito

(circunscrito na superficie de Tresca), como
mostrado na Figura 7.

Considerando agora a condigdo de
cisalhamento puro no ensaio de tor¢do: o; = k,
o, =0, o3 = —k, aEquacéo (17) torna-se:

~[()? + (2k)% + (k)?] = Y? (19)

3k? =Y? (20)
Y

k=2=0577Y (21)

Esse resultado ¢ muito importante, pois
metais ducteis apresentam valores
experimentais de k entre 0,55Y e 0,60Y (BEER
et al., 2015, HIBELLER, 2010; NORTON,
2013; BUDYNAS, NISBETT, 2011),
indicando que o critério von Mises é mais
representativo da natureza do fendmeno do
escoamento desses materiais do que o critério
de Tresca.

Figura 7 — Superficie limite de elasticidade do
critério de escoamento de von Mises no espaco das
tensBes normais principais

Fonte: elaborada pelo autor.

No caso do Estado Plano de TensGes, o, =
0, e a Equacao (17) se reduz a:

Vo2 — 040, + 0,2 =Y (22)

e a fronteira limite de escoamento ¢é entdo uma
elipse circunscrita ao hexagono de Tresca,
como mostrado na Figura 8 (também
visualizada em amarelo na Figura 7)

Diferentemente do critério de Tresca, no
critério de von Mises 0 escoamento depende da
combinacdo das trés tensbes de cisalhamento
principais, Equacdo (15), ou como visto pela
Equagdo (17): a tensdo normal principal
secundaria o, também contribui para o
escoamento. Além disso, a Equacdo (17) é
matematicamente muito mais simples de
manipular quando comparada com a Equacéo
(12). Seguindo a deducéo original de R. von
Mises, torna-se evidente que o critério de von
Mises esta diretamente relacionado ao critério
de Tresca, 0 que ndo é evidenciado quando se
explica o assunto pela abordagem da energia de
distorcao.

Figura 8 — Elipse como a fronteira de escoamento
do critério de von Mises para o
Estado Plano de Tensao

b

Op

Fonte: elaborado pelo autor.
Abordagem de Sines

Uma vez que 0 escoamento em materiais
policristalinos € um fenbmeno que envolve a
movimentacdo simultanea de diversos planos
atdbmicos em cada grdo, George Sines (1969)
inferiu que 0 escoamento deve ocorrer quando
a média quadrética (root mean square — RMS)
das tensGes de cisalhnamento atuantes em todos
os planos atingir um valor critico 7. Todos 0s
planos possiveis sdo obtidos imaginando-se
uma esfera de area superficial 2 coberta por n
planos de area infinitesimal 4. Entdo:

2 YRt yReian t2d0
T = 1n - zlflum :ff 0 (23)
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Inserindo 72 como uma fungéo das tensdes
principais em coordenadas cilindricas, a
integracdo leva a seguinte expressao:

\[1—15 [(0a = 0)? + (00 = 6)? + (0 — 0)?] = 7' (24)

O valor critico 7' pode ser obtido
considerando-se 0 caso do ensaio de tracéo
uniaxialem que o, =Y,05, = g, = 0:

—[2()?] =7 (25)

A Equacdo (24) se torna, entao:

(510 =) + (0 = 32 + (0 — 37 =

—[2(1)?] (26)

que é exatamente igual a Equacéo (17):

j; [(0a = 05)? + (0, = 0)? + (05 = 0:)?] = ¥ (27)

Abordagem de Nadai

Os planos octaédricos sdo planos cujas
direcbes normais formam éangulos iguais
(54,73°) com cada uma das direcdes das tensdes
principais. Os planos formam um octaédrico
regular como mostrado na Figura 9.

Figura 9 — Planos octaédricos no espago das
dire¢des principais

Fonte: adaptada de Jones (2009).

4 Para detalhes, consultar Jones (2009) e Dieter (1981).

Arpad Nadai observou que, nos planos
octaédricos, a componente normal o¢,. da
tensdo atuante é igual a tensdo hidrostatica, ou
seja, a tensdo de cisalhamento atuante no plano
octaedrico 7,., € igual ao estado de tensdes
responsavel pela mudanca de forma (JONES,
2009; DIETER, 1981). Como todos os planos
octaédricos sdo equivalentes, a média das
tensdes de cisalhamento atuantes é igual a
tensdo de cisalhamento em um unico plano:

n. 2 n. 2
12 _ 21T _ X1Toct _ .2
LRI (28)

A deducédo geométrica da tensdo octaédrica
Tocr leva a’:

L= 0+ @ =00 + (0 - )] =7 (29)

O valor critico 7' pode ser obtido
considerando-se novamente o caso do ensaio de
tracdo uniaxial em ques, =Y,0, = 0. = 0:

;20?2 =7 (30)

A Equacdo (29) se torna, entao:

[(0g — 0p)% + (0, — 0.)? + (0, — 0)%] =

[2(¥)?] (31)

d

| = O | =

:

que é também exatamente igual & Equagédo (17):

L= 07 + (= 0 + (0 = 7] = ¥ (32)

Relacéo entre as abordagens de von
Mises, Sines e Nadai

As discussdes acima levam a concluséo de
que as abordagens de Sines e Nadai sao
variacOes da abordagem geométrica de von
Mises, que, por sua vez, é uma extensdo da ideia
fundamental de Tresca e Saint-Venant de que o
escoamento ocorre quando a tensdo de
cisalhamento em determinado plano atinge um
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valor critico. O critério de Tresca considera que
0 escoamento depende apenas da maxima
tensdo de cisalnamento principal, enquanto o
criterio de von Mises considera que o0
escoamento depende de uma combinagdo das
trés tensdes de cisalhamento principais. Sines
considera que o escoamento depende da media
quadratica das tensdes de cisalhnamento atuantes
em todos os planos do sélido. Nadai considera
que o escoamento depende da tensdo de
cisalhamento atuando nos planos octaédricos.

As formulacbes de Sines e Nadai
encontraram 0 mesmo resultado obtido por von
Mises, mostrando que, na pratica, ndo importa
quantos n planos de cisalhamento 7; sdo
efetivamente ativados durante a deformacao.
Em outras palavras, sendo 7; um conjunto de
planos semelhantes, tem-se que:

P
T " = " =
A[(Ua - Gb)z + (O-a - O-C)z + (Ub - O-c)z] (33)

em que A € um numero real. Ademais,
considerando-se 0 ensaio uniaxial de tracdo,
chega-se a:

' =YV22 (34)

0 que, como Vvisto, resulta na Equacéo (17) da
tensdo equivalente de von Mises.

Pode-se argumentar que as analises de von
Mises, Sines e Nadai sdo 0 mesmo que
considerar a energia de distorcdo elastica
distribuida num conjunto de n planos
semelhantes. Quanto maior o numero de planos
a serem ativados, menor o valor da tensdo
média critica a ser atingida.

UMA FORMULAQAO SIMPLES
PARA O CRITERIO DE
ESCOAMENTO DE VON MISES

A analise das abordagens de von Mises,
Sines e Nadai para a deducéo do critério de von
Mises mostrou que qualquer modelo fisico que
considere 0 escoamento como uma média
quadratica (root mean square — RMS) das

5 A conversdo da equagdo de von Mises do estado de tens@es principais
para os componentes do tensor de tensdes no estado geral de tensdes &
mostrada por Jong e Springer (2009).

tensdes de cisalhamento atuantes em planos
especificos deve resultar na tensdo equivalente
de von Mises dada pela Equacdo (17).

Além disso, o estudante da Mecénica dos
Materiais deve ter anteriormente aprendido em
disciplinas de ciéncia de materiais que a
mudanca na forma de um solido metalico
ocorre devido ao deslizamento relativo entre 0s
planos atdmicos da rede cristalina, e que esse
deslizamento € impulsionado pelas tensdes de
cisalhamento. Os planos cristalinos que irdo se
deslocar devem ser aqueles mais proximos da
orientagdo dos planos das tensdes de
cisalhamento maximas, t.p, Taer The-

Dessa forma, é proposto 0 seguinte
postulado para o critério de escoamento de von
Mises: o escoamento deve ocorrer quando uma
média quadratica das tensdes de cisalhamento
principais for maior ou igual a um valor critico
T

O critério de von Mises é entdo escrito
matematicamente como:

[Tabz"'facz"'fbcz] > T,Z (35)
—3 =

Substituindo as tensbes de cisalhamento
pelas tensGes normais principais:

510 =0)? + (00 =02 + (0 02 27" (36)

Obtendo-se o valor de v’ para o caso do
ensaio de tracdo uniaxial em ques, =Y, 0, =
o, = 0, tem-se:

v=Y \E (37)

inserindo na Equacdo (36), obtém-se a forma
matematica final do critério de von Mises,
equivalente as Equacdes (17) e (18):

L= 07 + (0= 002 + (0~ 07 2 ¥ (38)
Ooym = Y (39)

Em termos das componentes do estado
geral de tensdes no sistema de eixos x, Y, z, a
tensdo equivalente de von Mises € escrita
como®:
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Oym = \/% [(Ux - Uy)z + (Ux - 02)2 + (Uy - UZ)Z + 6(‘[’,%3, + TJ%Z + TAZ/Z)] (40)

Como ja observado, para o estado plano de
tensdes tem-se:

Oym =\ 0a? — 040 + 032 (41)
Oym = [ Ox% — 040y + 0,2 + 37,2 (42)

Recomenda-se o seguinte roteiro didatico
para expor os critérios de escoamento nas aulas
de Mecéanica dos Materiais na graduacéo:

(i) partir da definicdo das tensdes de
cisalhamento principais ., T4e Ty (Equaches
5a7eFigura3);

(ii) depois explicar o critério de Tresca na
forma tridimensional (Equac6es 9 a 12);

(iii) explanar o critério de von Mises
assumindo o postulado proposto (Equagdes 35
a 39).

CONCLUSAO

O estudo das abordagens tedricas de von
Mises, Sines e Nadai para o critério de
escoamento de von Mises mostrou que elas
compartilham o principio que o escoamento
deve ocorrer pela ativacdo de um conjunto
especifico de planos de cisalhamento, e que as
formulagBes resultam numa média quadratica
das tensGes de cisalhamento atuantes nesses
planos. A partir dessa analise, foi proposto um
novo postulado para o critério de von Mises
baseado na média quadratica das tensbes de
cisalhamento principais.

Foi mostrado que o postulado do critério de
von Mises como desenvolvido neste trabalho
estd didaticamente conectado ao postulado do
critério de escoamento de Tresca e, por isso,
acredita-se que sera mais facilmente entendido
pelos estudantes de engenharia do que a
abordagem da maxima energia de distor¢do
elastica comumente usada nos livros didaticos
de mecanica dos materiais. Para isso,
recomenda-se usar o0 roteiro didatico
apresentado.

NOTA HISTORICA SOBRE
RICHARD VON MISES

Osakada (2010) faz um breve resumo da
historia do critério de von Mises e da biografia
de alguns dos cientistas envolvidos no seu
desenvolvimento, e sua leitura é fortemente
recomendada para os professores que ensinam
a disciplina.

Richard Edler von Mises (Figura 10) foi
um matematico e engenheiro mecanico que
desenvolveu pesquisas em mecanica dos
solidos, mecénica de fluidos, aerodinamica,
estatistica e teoria da probabilidade. Ele fez
enormes contribuicfes em muitas areas e varios
teoremas matematicos levam seu nome.

Von Mises nasceu em territdrio do Império
Austro-Hungaro, em 1883, e obteve seu
doutorado com apenas 25 anos. Escreveu seu
artigo sobre o critério de escoamento aos 30
anos enquanto professor na Franca. Serviu
como piloto de testes e projetista de avides na
Primeira Guerra Mundial e depois foi nomeado
professor na Universidade de Berlim. Como
von Mises era judeu asquenaze, quando 0S
nazistas chegaram ao poder em 1933 ele se
mudou para a Turquia e, em 1939, ele imigrou
para os Estados Unidos da América, onde
assumiu um posto na Universidade Harvard.
Ele morreu em Boston em 1953. Outros
detalhes biograficos sdo descritos por O'Connor
e Robertson (2000).

Uma curiosidade é que Richard von Mises
era irmdo mais novo de Ludwig von Mises,
famoso expoente da escola austriaca de
economia, com quem tinha diferencas
filosoficas, especialmente sobre epistemologia
(BARBIERI, 2012).
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Figura 10 — Foto de Richard von Mises

Fonte: O'CONNOR; ROBERTSON, 2000.
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