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RESUMO

As equagdes diferenciais parciais (EDPs) constituem parte fundamental na formagio dos estudantes
das dreas de exatas e engenharias, representando um instrumento de grande potencial para modelagem
de problemas. Uma caracteristica que as tornam particularmente complexas para os alunos, principal-
mente os iniciantes, é o fato de terem que lidar com conceitos tedricos que demandam grande capaci-
dade de abstragao, e muitos nao conseguem correlacionar esses conceitos a modelagem e a aplicagoes
praticas. Como consequéncia, observam-se elevados indices de desmotivagao e repeténcia nesse com-
ponente curricular. Neste trabalho, serd apresentada e discutida uma ferramenta computacional com
interface grifica no GUIDE do MATLAB?®, como recurso didético, visando melhorar o processo de
ensino-aprendizagem das EDPs. A ferramenta permite realizar simulagoes especificas para visualizagao
com uso de grificos 2D e 3D, como no caso da distribui¢ao de calor em uma barra finita, utilizando
os métodos da separagao de varidveis e das diferencas finitas. Embora a ferramenta ainda esteja sendo
desenvolvida, a aplicagao da mesma em sala de aula ja mostrou que houve uma maior motivagao e in-
teresse dos alunos pela disciplina, permitiu uma maior capacidade de assimilagao dos conceitos e, por
conseguinte, conduziu os alunos a uma aprendizagem significativa, reduzindo o tempo de maturagao
desses conceitos, contribuindo, assim, para uma menor taxa de reprovagio e evasao.

Palavras-chave: Ferramenta computacional; ensino-aprendizagem; Equagoes Diferenciais Parciais;
MATLAB.

ABSTRACT

A COMPUTACIONAL TOOL TO SUPPORT THE TEACHING AND
LEARNING PROCESSES OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Partial differential equations (PDE’s) constitute a fundamental part of the student formation in the
fields of science and engineering, representing an instrument with great potential for modeling real
problems. One characteristic that make them particularly complex for the students is the fact that they
deal with theoretical concepts that are abstractly difficult, mainly for the beginners, when most of them
do not have the capacity yet of correlating these concepts with the modeling and practical applications.
As a consequence, there is a high index of demotivation and failure in the subject. In this work it will
be presented and discussed a computational tool, with a graphic interface in MATLAB® GUIDE, as a
teaching resource aiming at improving the teaching and learning processes of PDE’s. The computa-
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tional tool allows simulations and visualizations in 2D and 3D, as in the case of the heat distribution in
a finite bar, using the methods of separation of variables and finite differences. Although the computa-

tional tool is still in development, the use of it in classes has shown to improve the students’ motivation
and interest in the subject, provided a better capacity of concepts understanding and, furthermore, has

lead the students to sustainable learning, dropping down the time necessary to mature the concepts,

which has contributed to lessen the course failure and abandonment rates.

Keywords: Computational tool; Teaching and Learning; Partial Differential Equations; MATLAB.

INTRODUCAO

O estudo de Equagdes Diferenciais Parciais
(EDPs) esta presente em quase todos os cursos de
graduagao nas dreas de ciéncias exatas e engenha-
rias. Através dessas equagoes, é possivel modelar e
interpretar varios fendémenos que ocorrem em ele-
trostitica, eletromagnetismo, dinimica de fluidos,
entre outros. O aprendizado de EDPs nao é uma ta-
refa simples para os alunos, por isso, o papel do pro-
fessor é fundamental para que o assunto seja tratado
de forma adequada, com cuidado para que tais alu-
nos possam aprender de forma consistente, e em um
prazo relativamente curto, as técnicas mais simples
de solugoes, procurando interpretar as diversas par-
tes que constituem a EDP. Uma vez de posse desse
conhecimento, o aluno se torna capaz de modelar,
através das EDPs, problemas em diversas dreas do
conhecimento.

O processo de ensino-aprendizagem ¢ bastan-
te complexo, no entanto, a utilizagao de artificios
como diagramas, grificos e sistemas computacio-
nais melhoram a percepgao dos alunos frente ao
objeto de estudo. Desse modo, o desenvolvimento
de ferramentas que sejam capazes de desenvolver
a curiosidade e percepcao dos alunos é importante
para o aprendizado de técnicas e para a diminuicao
do tempo necessario para a maturagao dos concei-
tos.

Um dos principais fatores que motivou o de-
senvolvimento deste trabalho foi a necessidade de
recursos diddticos praticos, que auxiliassem os pro-
fessores no ensino de EDPs, pois a metodologia do-
minante no contexto desse ensino estd fortemente
direcionada a resolugao analitica. Contudo, a me-
todologia utilizada no processo de ensino-apren-
dizagem, especificamente em relagao as EDPs, nao
estd relacionada ao uso de computadores, isto é, a
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um software matematico especifico para abstracao e
visualizacido dos conceitos tedricos envolvidos.

A utilizacdo de recursos computacionais per-
mite ir além da mera aplicagao de técnicas, podendo
auxiliar os alunos na interpretagao das equagoes di-
ferenciais e suas solugdes. No trabalho desenvolvido
por Dullius et al. (2011), foi investigado, através de
situagoes-problema, exploradas com o auxilio do
computador, a aprendizagem do contetido e tam-
bém a relagdo entre contextualizacao das equagoes
diferencias e seus reflexos na motivagao para apren-
der. Resultados coletados em praticas pedagdgicas
realizadas com os discentes dos cursos de Engenha-
rias e Quimica Industrial indicaram que a metodo-
logia proposta é um meio vidvel como instrumento
de aprendizagem significativo para EDPs.

Especialmente no meio universitdrio, a de-
manda por novos modelos de ensino tornou-se algo
prioritario, pois estilos pedagdgicos que favorecem
um processo de aprendizagem mais estimulante
mostram-se muito escassos atualmente (MARIA-
NIA e MARTIMB, 2007). O trabalho desenvolvi-
do por (ARAU]JO et al., 2008) apresenta um estudo
sobre a aprendizagem de equagdes diferenciais com
o auxilio de recursos computacionais, no qual des-
tacam-se que as atividades propostas com a utiliza-
¢ao de recursos computacionais que motivaram os
alunos para o estudo das Equagoes Diferenciais Or-
dinarias (EDOs), o que é um importante fator para
que ocorra uma aprendizagem significativa. A utili-
zagao de uma ferramenta computacional que auxilie
a constru¢ao de um pensamento critico, promoven-
do uma maior motivagao e interagao para o estudo
de EDPs, ¢ de grande relevincia, tendo em vista que
uma ferramenta com esse prop6sito pode contribuir
para elevar a qualidade do ensino e do processo de
aprendizagem.

O MATLAB, acronimo de MATrix LABora-
tory, é um software extremamente poderoso, que
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oferece um vasto conjunto de recursos para a reso-
lugao de problemas nas dreas de engenharia, cién-
cias, computacdo e matemdtica, que pode ser de
grande utilidade no contexto do ensino envolvendo
computadores, distinguindo-se de outros softwares
similares pelo fato de ter como elemento basico
de informacao uma matriz de uma ou mais dimen-
soes (HANSELMAN e LITTLEFIELD, 2003). O
MATLAB permite, também, a manipula¢ao simbo-
lica de varidveis, usando um toolbox especifico para
isso. A conjugagao de manipulagao simbdlica com a
facilidade de manipulagao de matrizes facilita muito
o trabalho com a dlgebra matricial.

Devido ao grande nimero de fungoes e tool-
boxes para criagao, manipulagio e operagdes com
matrizes de dados de muitas maneiras diferentes, o
MATLAB comp6em um sistema que permite a pro-
gramagao, construida em uma linguagem chamada
M-cédigo ou simplesmente M, e resolu¢ao de mui-
tos problemas numéricos. A exibic¢ao de resultados
de célculos pode ser feita em forma textual ou grafi-
ca, por meio de uma ferramenta de interface grafica
com o usudrio (GUI), permitindo a sua utilizagio
como ferramenta de desenvolvimento de aplicati-
vos (HANSELMAN e LITTLEFIELD, 2003).

Neste trabalho, apresentamos e discutimos o
desenvolvimento autoral de uma ferramenta com-
putacional, com interface grifica no GUIDE do
MATLAB, a qual esta sendo utilizada como recurso
diddtico no processo de ensino-aprendizagem de
EDPs. A ferramenta é capaz de realizar simulagoes
especificas para visualiza¢ao da distribui¢ao de calor
em uma barra finita, de comprimento L, em fungao
da posigao e do tempo, por meio de grificos 2D e
3D, empregando o método de separagao de varid-
veis (MSV), que tem como solugio analitica uma
fungao correspondente a série de Fourier, e também
pelo método das diferencas finitas (MDF).

MODELAGEM MATEMATICA E
COMPUTACIONAL

A modelagem matemdtica e computacional
de um fendmeno é uma das principais etapas para
a descrigao, compreensao e previsio do fendmeno
em questdo. A partir da modelagem matemdtica,
um conjunto de equagdes é obtido procurando des-
crever adequadamente o fendmeno fisico. A etapa

seguinte é a resolucdo de tais equagodes, visando
encontrar uma solugio, que pode ser exata, aproxi-
mada ou mesmo qualitativa (JAVARONIA, 2009).
Uma solucio exata é usualmente fruto de um mé-
todo de resolugado analitico, encontrada através do
emprego de técnicas algébricas e/ou diferenciais.
Por outro lado, a solu¢ao aproximada é resultante
do emprego de técnicas numéricas e computacio-
nais, que procuram aproximar a solu¢ao dentro de
um critério de exatidao conforme uma tolerdncia
exigida pelo problema.

Um exemplo de modelagem de um problema
tisico é o estudo da distribui¢ao de temperatura em
uma barra homogénea, de comprimento L, com
coeficiente de difusividade térmica a constante e
diferente de zero, que depende do material que
compoOe a barra. Nesse modelo, podemos conside-
rar a distribuigdo como uma fungio da posigio e
do tempo, u(x,t), como ilustra a Figura 1. Se a barra
possui lados isolados com uma distribui¢ao de tem-
peratura dada por f(x) e temperaturas constantes
nas extremidades, T, e T, a equagao que descreve o
fendmeno é apresentada na Equagio (1), que é uma
equagao diferencial parcial, com problema do valor
inicial e de fronteira (PVIF), denominada equagio
do calor em uma barra (FIGUEREDO, 1987).

u(x.0)=1{x)
Distribuico Inicial da Temperatura

()

ufLt)=T=

Figura 1: Temperatura numa barra homogénea em
fungao da posi¢ao e do tempo.

ou 26211
ot~ ¢ ox?
u(x,0)=f(x),0<x <L @)

u(O, t) = T]_; u(L! t) — TZ

Método da separagao de varidveis

O método de separagao de varidveis é o méto-
do mais antigo de resolu¢ao analitica para algumas
EDPs, sendo usado no século XVI por D’Alembert,
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Bernolli e Euler, em problemas de ondas, vibragoes
e conducio de calor (BOYCE e DIPRIMA, 2002).
A principal caracteristica do MSV consiste em ad-
mitir solugdes analiticas da equagao que sao produ-
to de fungoes, dependendo cada uma delas de uma
unica varidvel independente, e supor que a solugao
do problema pode ser obtida por superposicao des-
sas solugoes.

A solugao analitica da EDP com PVIF da Equa-
cao (1), utilizando o MSV, ¢ dada pela Equagio (2)
(FIGUEREDO, 1987).

u(x,t) =T, + (%)x +

(2)
Y e.sen (?), =20 s

Na Equagio (2), observa-se que o terceiro ter-
mo é a série de Fourier com coeficientes C , os quais
sio determinados pela Equacio (3) (JUNIOR e
IORIO, 2010).

=3[ [f@)-Ty -

() sen()axn=

1,23, ..

Métodos das diferencas finitas

O método das diferengas finitas (MDF) é um
método numérico de resolugao de problemas de va-
lor de fronteira bastante conhecido, por causa da sua
simplicidade e facilidade de implementagao compu-
tacional. Esse método baseia-se na aproximagao das
derivadas de primeira e de segunda ordens da fun-
cao u(x,y), pelas respectivas equagdes de diferengas
de primeira e de segunda ordens em relagao x e y,
como ilustrado nas Equagées (4) e (S), respectiva-
mente (FRANCO, 2006).

Diferenca de 14 ordem:
U  Uisq,j~Uij
0x h
ou  Ujj41— Ui
ay [
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Diferenca de 2° ordem:

d%u - u;_l_j—Zui_ﬁui.,.lJ
dx2 h2

(5)

02U Uijj—1=2Uj U ja
ay? 12

Aplicando-se as Equagdes (4) e (S) de diferen-
cas finitas na Equagio (1), obtém-se:

Ujje1~Uij 5 Uj—1,j72U4 jt U4 f (6)
l h?2

O indice i na varidvel u na Equagio (6) se refe-
re a coordenada x, enquanto que o indice j se refere
a varidvel temporal y.. Os intervalos h=Axel=Ay
sao os incrementos do comprimento e do tempo,
respectivamente. Resolvendo a Equagao (6) em ter-
mos de U,y obtém-se:

2
a“At
Uij+1 = 4z (ui—l,j i ui+1,j) +

1 2a%At
Ax? Uij

Para a resolugio numérica da Equagio (7),

(7)

determina-se o valor futuro u,,, a partir dos valores
conhecidos no tempo y. Dessa forma, a solugao da
EDP requer o conhecimento nao apenas das condi-
¢oes de contorno em x, mas também do valor inicial

emy :yo.

INTERFACE GRAFICA

O MATLAB' possui uma ferramenta compu-
tacional chamada GUIDE, como ilustrado na Figu-
ra 2, que facilita a construgao de interfaces gréficas
de interacao com o usudrio (GUI), através de uma
janela do tipo Figure, contendo menus, textos, bo-
toes, gréﬁcos, entre outros, que o usudrio pode ma-
nipular, de forma interativa, por meio do mouse e
do teclado.
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B GUIDE Quick Start

m(nl=k g-‘

Create New GUI | Open Existing GUI

GUIDE templates
4 GUIwith Uicontrols

4 GUIwith &xes and Menu
4 Modal Question Dialog

Preview

[T Sawe new figure as: |C:\Users\Walber\Documents\MATLAB\untitled fig Browse..

BLANK

oK ‘ | Cancel ‘ I Help ‘

L

S

Figura 2: Ferramenta computacional GUIDE para cria¢ao de uma GUI.
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Figura 3: Interface grafica criada para visualizar a distribuicao de calor na barra finita.

A Figura 3 ilustra a interface grafica que foi
desenvolvida estrategicamente no GUIDE do
MATLAB, para ser utilizada como recurso didatico
no processo de ensino-aprendizagem das EDPs, a
qual apresenta simulagoes especificas para visuali-

zagdo da distribui¢ao de calor em uma barra finita.
Para a GUI ilustrada na Figura 3, o GUIDE do
MATLAB gerou dois arquivos, um com extensao
Aig, que serd a prépria GUI, e outro de extensao .m,
que contém toda a linguagem de programagio (cé-
digo) para os componentes inseridos na GUI. Esses
arquivos deverao ser salvos em uma pasta, com os

dois arquivos .jpg utilizados na criagao da GUI, sen-
do um arquivo para ilustrar a distribui¢ao de calor
na barra finita e o outro para ilustrar a Equagio (1).
Desse modo, para que a GUI possa ser executada
corretamente, é necessdrio que o usudrio tenha os

arquivos .fig, .m e jpg em uma mesma pasta em seu
computador; além disso, precisa ter o MATLAB ins-
talado ou 0 MATLAB Compiler Runtime (MCR),
que ¢ gratuito.

Para tornd-la mais amigéavel, a interface grafica
foi subdividida em 14 itens. O item 1 apresenta a
ilustragao da imagem da barra finita de comprimen-
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to L e a EDP que representa a condugao de calor ao
longo da barra. No item 2, deve-se digitar na célula
o valor da constante de difusividade térmica do ma-
terial que compde a barra. No item 3, deve-se digitar
nas células as fungdes que representam a distribui-
¢ao de temperatura inicial na barra nos intervalos 0
<x<L/2el/2<x<L.Noitem 4, deve-se digitar na
célula o comprimento L da barra. No item S, deve-se
digitar na célula o incremento da posigao da barra.
No item 6, deve-se digitar nas células as tempera-
turas nas extremidades da barra, que sao mantidas
constantes (porém, podem ser temperaturas distin-
tas). No item 7, deve-se digitar na célula o nimero
deiteracoes que serao realizadas para a aproximagao
pela Série de Fourier. No item 8, deve-se digitar na
célula a quantidade de vezes que o tempo serd in-
crementado. No item 9, deve-se digitar na célula o
valor do incremento de tempo. No item 10, o botao
Calcular MSV, ao ser pressionado, calcula e esboga
um grafico 2D da distribuigao de calor usando a téc-
nica MSV, que, por sua vez, utiliza todos os itens de
dados, com excecio do item S (exclusivo para o cél-
culo no MDEF). No item 11, o botao Calcular MDF,
ao ser pressionado, calcula e esboga um grafico 2D
da distribuigao de calor usando a técnica MDF, que,
por sua vez, utiliza todos os itens de dados com ex-
cegio do item 7 (exclusivo para o cdlculo no MSV).
No item 12, o botao Limpar Gridfico, ao ser pressio-
nado, exclui a imagem gréfica para que uma nova
imagem seja esbogada. No item 13, o botao de op-
gao Criar uma superficie 3D, ao ser selecionado, gera
uma representacao 3D da distribui¢ao pelo método
selecionado. No item 14, apresenta-se o espago para
a imagem grafica da distribui¢ao escolhida.

Os valores contidos nas células corresponden-
tes aos dados, como ilustrado na Figura 3, sao valo-
res preestabelecidos na inicializagao da aplicagao, a
qual apresenta o coeficiente de difusividade a = 1,
as fungoes que representam a distribui¢ao de tem-
peratura inicial na barra nos intervalos 0 < x < L/2
e L/2 <x <L, que sdo iguais a 100*x e 100%(2 - x),
respectivamente; o comprimento da barra igual a
0,02m, o incremento da posi¢ao da barra é igual a
2,5x10°m, as temperaturas nas extremidades da bar-
ra iguais a 0 C, o niimero de iteragdes que serao rea-
lizadas para a aproximagao da série de Fourier igual
a 8 e o numero de incremento de tempo é igual a 7,
com um valor de 0,025s. Além disso, caso o usudrio
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posicione o cursor sobre alguma célula, serd exibida
uma mensagem com uma descrigao da referida cé-
lula, a qual pode ter seu valor alterado pelo usudrio
para as diversas condigoes.

A drea correspondente para exibicao do grafico
2D ou 3D deve estar em branco, para que um novo
gréfico nao seja sobreposto ao gerado anteriormen-
te. Entretanto, os graficos podem ser sobrepostos
para efeito de comparagio, mas essa funcionalidade
nao esta disponivel para graficos 3D.

As Figuras 4 e S ilustram os graficos em 2D e
3D gerados para os valores iniciais fornecidos quan-
do se utiliza MSV e MDF, respectivamente.

Grafico da Temperatura em funcido da Posicéo e do Tempo (u(x,t))

Temperatura (°C)

Posicio (cm)

Griafico da Temperatura em funcéio da Posicéo e do Tempo

Temperatura (°C)

Tempo (s) (I

Posicdo (cm)

Figura 4: Graficos através 2D e 3D do MSV.
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Grafico da Temperatura em funcdo da Posicdo e do Tempo
Lt 100

80

(-1 70

F 60

(-] 50

Temperatura (°C)

L 40

Tempo (s) o Posicio (cm)

Figura 5: Graficos em 2D e 3D do MDF.

A Figura 6 ilustra o grifico em 2D da com-
paracdo entre os MSV(-0-) e MDF(-), na qual se
observa que os resultados entre os dois métodos
apresentam erros cada vez menores, a medida que o
incremento do tempo cresce.

Grafico da Temperatura em funcéo da Posicdo e do Tempo (u(x.t))
120 , ,

Temperatura (°C)

Posicio (cm)

Figura 6: Grafico comparativo em 2D.

Quando o valor da relagio r = a? (Ay/ Ax?), na
Equagio (7), for diferente de 0,5, a equagio de di-
ferengas finitas ¢ ligeiramente mais complexa, em-
bora, do ponto de vista de esfor¢o computacional,
nao seja de maior custo temporal do que a mesma
equagao, quando o valor de r = 0,5. Se r > 0,5, man-
tendo-se constante o valor de x, haverd aumento no
passo temporal Ay, com consequente redugiao no
numero de cdlculos, ocasionando-se uma instabili-
dade numérica, como pode ser observado nos gra-
ficos da Figura 7.

Infelizmente, ainda nio foram realizados testes
quanto a velocidade de execugao para os dois méto-
dos, mas é perceptivel que a técnica MDF é melhor
do que a MSV, principalmente quando se aumenta o
numero de iteragoes que deverao ser realizadas para

a aproximacao pela série de Fourier.
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Grafico da Temperatura em funcio da Posicdo e do Tempo
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DISCUSSAO E CONCLUSAO

E sabido que a utilizagio de ferramentas com-
putacionais, quando de boa qualidade e introduzi-
das de forma adequada, favorece o aprendizado dos
conteudos de uma disciplina. Neste trabalho, a fer-
ramenta computacional apresentada ainda estd em
fase de desenvolvimento e aplicagao, pelos autores,
como instrumento de ensino em sala de aula, tanto
em cursos de graduagao quanto de pds-graduacao.
Entretanto, a experiéncia na aplicagao da ferramenta
em sala, realizada até o momento em uma turma de
graduagao e outra de pds-graduagao em engenharia
mecanica, tem mostrado que a mesma tem auxilia-
do, por um lado, o professor, facilitando-lhe o en-
sino de EDPs, uma vez que ele pode ilustrar, com
simulagdes, os diversos componentes das equagoes
que modelam os problemas; por outro lado, ajuda
também os alunos, que relataram estarem sentindo-
-se mais estimulados e engajados, criando um am-
biente mais interativo entre eles e o professor. Uma
aplicagao-piloto com alunos de mestrado e de dou-
torado, em turmas que nao tiveram contato com a
ferramenta, versus os que foram expostos a ela, em
sala, e tendo a oportunidade de utilizd-la como ins-
trumento de aprendizado, mostrou que houve uma
melhor performance nas notas das avaliagoes, da
ordem de 35% e 41%, respectivamente. Além dis-
so, muitos alunos relataram que, em seus estudos
individuais, a percep¢ao dos conceitos e de como
os pardmetros da equagao influenciam a solugao foi
adquirida com menor tempo de maturagao.

Em linhas gerais, a ferramenta computacio-
nal proposta, uma interface gréfica no GUIDE do
MATLAB, permite que simulagdes sejam realizadas
livremente pelos alunos, utilizando os modelos pré-
-definidos e os métodos de separagao de varidveis ou
das diferencas finitas, e os resultados sao apresenta-
dos imediatamente, com visualiza¢des por meio de
graficos 2D e 3D. Acreditamos que essa ferramenta
computacional estd contribuindo para uma melhor
compreensao das Equagoes Diferenciais Parciais e,
desse modo, esperamos também reduzir considera-
velmente os indices de reprovacao e de evasao.

A ferramenta computacional de ensino-apren-
dizagem estd disponivel para uso dos alunos de gra-
duagao e de pés-graduagao da Universidade Federal

da Paraiba (UFPB). Além disso, poderd ser disponi-
bilizada para qualquer interessado, bastando enviar
uma solicitagao para W. M. Lima.
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