O FORMALISMO VARIACIONAL DE LAGRANGE
E HAMILTON NO ENSINO DE MECANICA BASICA
NA GRADUACAO EM ENGENHARIA

Germano Amaral Monerat?
Thaisa Marques Gomes de Oliveira®
Diego Coutinho Fernandes Silva®
Eduardo Vasquez Corréa Silvad

RESUMO

E possivel introduzir o formalismo variacional de Lagrange e Hamilton para a mecanica cléssica,
como conteddo do médulo basico de um curso de graduacdo em engenharia, tendo como pré-requisitos
as ferramentas do calculo diferencial e integral para fungdes de muitas varidaveis e da analise vetorial,
tradicionalmente presentes nas grades curriculares. Este formalismo mostra-se mais sistematico e alge-
bricamente menos trabalhoso do que o formalismo newtoniano, tradicionalmente utilizado nos cursos de
graduacdo, como ferramenta de obtencdo das equacdes de movimento de um sistema de particulas. Séao
examinados dois exemplos: o péndulo simples e o péndulo duplo.
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ABSTRACT

It is possible to introduce Lagrange and Hamilton variational formalisms of classical mechanics
into the syllabus of an Engineering undergraduate course. This requires, as pre-requisites, the tools of
differential and integral calculus of multivariate functions and vector analysis, which are both traditio-
nally dealt with in the basic disciplines of Engineering undergraduate courses. This formalism is more
systematic and demands less algebraic work than the newtonian formalism, as a tool for obtaining the
equations of motion of a system of particles. Two examples are examined: the simple pendulum and the
double pendulum.

Keywords: Classical mechanics. Variational formalism. Simple pendulum. Double pendulum.

INTRODUCAO

Em 1687, Isaac Newton publicou seus estudos — dp

sobre as leis do movimento dos corpos, lancando r T D
os alicerces do que, a partir do século XX, passa- -~ -

ria a ser chamado de “mecanica cldssica ou meca- €M aue p=mv éomomentum linear ouquantidade
nica newtoniana” [1]. Postulando trés leis basicas, @€ movimento do corpo, m é a sua massa; y, a sua
Newton procurou descrever toda a dindmica do mo- Veloc%dade‘ er,a forga resultan!:e sobre o corpo. A
vimento dos corpos a partir delas. A primeira lei, terceira lei, conhecida como a “lei da ac¢éo e reacdo”,
conhecida como “lei da inércia”, conceitua o refe- refere-se a dois corpos em interacdo, relacionando
rencial inercial e a nocdo qualitativa de movimen- 28 forgag estabelecidas en_tre eles. De acordo com
to inercial de um corpo. A segunda lei fornece uma €538 leis, uma vez conhecidas as forgcas que atuam

defini¢do quantitativa de for¢a resultante sobre um ~ Sobre um dado corpo, sua posi¢do e sua velocidade
corpo. Em notacdo moderna, em um dado instante de tempo, é possivel (em prin-
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cipio) determinar o seu comportamento mecanico
(ou seja, a posicdo e velocidade) em qualquer ins-
tante de tempo.

O primeiro contato dos estudantes dos cur-
sos de graduacdo de engenharia com a mecénica
newtoniana geralmente ocorre no primeiro ano dos
cursos de graduacdo. Diversas dificuldades séo en-
contradas, em particular, o uso intensivo de diagra-
mas geométricos de forcas e decomposicio algébrica
de suas componentes segundo um sistema de eixos
coordenados escolhido. Esses diagramas séo vitais
para a obtengéo das equacdes de movimento de um
dado sistema. Além disso, a presenca de forcas de
vinculos em diversos sistemas fisicos [2,3] torna a
formulacio newtoniana extremamente trabalhosa,
em virtude da utilizacéo de graus de liberdade su-
pérfluos. Essa dificuldade, intrinseca ao formalis-
mo newtoniano, leva a que o estudo de alguns siste-
mas interessantes seja omitido num curso regular,
mesmo em periodos mais avancados.

Talvez uma forma vidvel de contornar essas
dificuldades seja a introducéo do formalismo varia-
cional de Lagrange [4, 5, 6] e de Hamilton [5, 6]
para o estudo da mecénica classica, ainda no con-
texto de um curso de graduacido de engenharia. A
introducéo de tal formalismo poderia servir, inclu-
sive, como preparacéo para o aprendizado de algu-
mas técnicas da teoria de sistemas dinidmicos, de
grande importéncia para o estudo de sistemas com
comportamento caédtico, conforme exemplificado
por Monerat et al. [7].

ABORDANDO O FORMALISMO
VARIACIONAL DE LAGRANGE PARA A
MECANICA

O calculo das variacoes e a deducao das
equacoes de lagrange

O calculo das variacoes é uma generalizacdo do
calculo diferencial e integral proposto por Newton,
utilizado para determinar o lugar geométrico (em
geral uma curva ou superficie) sobre o qual uma
dada fungdo assume um valor estacionario (usual-
mente um maximo ou minimo). A origem do ferra-
mental matematico que compde o calculo das va-
riagées nasceu de uma matéria publicada no jornal
Acta Eruditorium em junho de 1696, na qual Jo-
hann Bernoulli propds o seguinte desafio aos ma-
tematicos da época [8]: dados dois pontos P e Q em
um plano vertical e em desnivel (isto é, a reta que
0s une néo estd na “horizontal” nem na “vertical”),
qual é a curva que os liga de tal modo que uma
particula, partindo do repouso do ponto mais alto
P e deslizando sobre ela sem atrito, sob a acédo da
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gravidade, gasta o menor tempo para atingir o pon-
to mais baixo Q?

A solucdo a pergunta, conhecida atualmente
como o “problema da braquistécrona”, constitui um
dos problemas cldssicos do calculo variacional. Po-
rém antes de respondé-la, deve-se examinar o con-
ceito de “funcional”.

Considere-se a integral definida

1= 10 @

O integrando é uma funcdo f de x e de uma ou-
tra funcéo y = y(x). A integral I depende néo sé6 dos
valores escolhidos para os limites de integracéo x,
e x,, mas, também, da forma especifica da funcéo
y(x). Como se esta integrando em x, apés a inte-
gracdo, desaparece toda dependéncia em x. Logo, a
grandeza I é, por assim dizer, uma funcdo da fun-
cdo y(x), ou, mais corretamente, um funcional de y,
situacdo comumente denotada por I =1 [y].

Considerem-se dois pontos arbitrarios e fixos
Ae B do plano xy, de coordenadas (x,,y,) e (x,y,),
respectivamente. Seja D o conjunto de todas as pos-
siveis fungdes y(x) tal (x,y,) = (x,y(x,) e (x,y,) =
(x,y(x,). Cada elemento de D, ou seja, cada possi-
vel funcéo y(x), corresponde a uma curva no plano
xy conectando os pontos A e B. Como determinar a
curva C/a funcéo y = y(x) tal que o valor de I sobre
esta curva seja um extremo (maximo ou minimo)?

Nos cursos de calculo diferencial e integral o
aluno aprende que se pode determinar o valor de x
para o qual uma func¢éo de uma variavel y(x) (con-
tinua e diferenciavel) é um extremo, determinan-
do-se para qual valor de x a variacdo sofrida pela
funcdo se anule

dy = y(x +dx) — y(x) :O, (3)

em que dx é uma variacio infinitesimal sobre x. Se
y(x) for continua e diferenciavel, dy também sera
uma quantidade infinitesimal. Efetuando uma ex-
pansio em série de Taylor em torno do ponto x e
desprezando os termos de ordem superior na ex-
panséao, encontra-se:

dy
dy = —dx.
4 dx * )

Esse resultado mostra que, como dx é diferente
d

de zero, dy = 0 s6 é possivel para a_ 0. (veja-se
Barcellos-Neto [5]). dx
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Figura 1 - Ilustracéo do conceito de minimizacdo de um
funcional. A cada curva suave (i.e., continua
e derivédvel) C, conectando os pontos A e B
corresponde um valor para o funcional I.
O célculo variacional procura determinar
a curva (aqui representada por C) que
minimiza ou maximiza o valor de I

Como proceder, entédo, no contexto de minimi-
zacdo/maximizacdo de funcionais? O valor do fun-
cional I depende da curva escolhida, ou seja, de-
pende da forma da funcdo y(x). Seja y(x) uma tal
funcéo. Considera-se em seguida uma curva infini-
tesimalmente préxima a esta, y+0y (mas ainda
com extremidades em A e B), o que acarreta uma
variacdo infinitesimal 0/ no funcional. O valor de I
sera um extremo sob a curva y(x) se 8 =0.

O leitor deve estar atento ao fato de que as va-
riacdes dy e dy sdo conceitualmente bem distintas.
O dy refere-se a variacéo no valor de y(x) perante
variacdes na variavel x, mantida a forma funcional
de y(x). Ja a variacéo funcional dy corresponde a
mudanca na forma da fungéo, para um x fixo. Por
exemplo, sdo coisas bem diferentes a variacdo dy
sofrida por y(x) = x + 2 quando x vai em x + dx, e
a variacdo Oy sofrida por y(x), com x fixo, quando
a forma de y(x) muda, por exemplo, de y(x) = x + 2
paray(x)=1.1x + 2.

O problema que se coloca é o da determinacio
da funcgédo y(x) que extremiza o funcional I. A varia-
cdo &I do funcional I é

ol= J.f(y +8y, X )dx — jf(y, x)dkx.

Expandindo o integrando da primeira integral
acima em torno de Oy =0 e desprezando os ter-
mos de ordem superior, obtém-se

(5)

ol = J.l5y dx. (6)
x1 y
A condicéo de extremo 0/ =0 para para quais-

quer variacoes funcionais Sy(x), de acordo com a

expresséo anterior, implica a condi¢édo g =0.
Oy

Considere-se agora um funcional com a seguin-
te dependéncia

=1y y] ()

em que o ponto denota derivacéo ordindria de y em
relacdo ao pardmetro x. Efetuando-se o procedi-
mento andlogo ao caso anterior, obtém-se

i) of < °
| Loy+ Loy e ®)

Efetuando-se uma integragédo por partes no se-
gundo termo do integrando, tendo em mente que as

d
operacgdes O e d_ (variacdo funcional e variacdo

X
ordindria) sdo independentes e que nos extremos x,
ex, 0y(x,) =0 e dy(x,) =0, obtém-se
x2
d
Slzjg—— a—]j Sydx . (9)
aloy dx oy

A condicdo de extremo 3/ =0 (que, no caso, é
um minimo) fornece

¥ _dlo

=0.

(10)

oy dx 8y

Esta equacgéo foi deduzida pela primeira vez
por Euler em 1744 e é conhecida hoje como a “equa-
cdo de Euler-Lagrange”. Fica como exercicio ao
leitor demonstrar que, no caso de funcionais com
dependéncia nas derivadas de ordem superior de

y, I=I [y, D3, Ve ], a equacdo de Euler-La-
grange assume a forma
Z( ) ( J =0

f (11)

dx”

em que n é a ordem da maior derivada de y que
consta na dependéncia funcional de 1.

Para responder a pergunta feita por J. Ber-
noulli, podem-se seguir os passos apontados em
Barcelos-Neto [5]. Considere-se o ponto P na ori-
gem do sistema de coordenadas, por simplicidade.
Para um ponto qualquer da trajetéria, pode-se es-
crever

v=é = a’t:é
dt %

O tempo para a particula deslocar-se do ponto
P ao ponto @ é dado pela integral

ds

V

(12)

At =
P
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No caso de uma particula partindo do repouso
a partir da origem do sistema de coordenadas, en-
contra-se, com base na conhecida férmula de Torri-
celli, a expressdo para a velocidade v apés ela ter
percorrido uma distancia y da forma v=,/2gy, em
que & é a aceleracéo da gravidade local. Escreven-
do-se o elemento de linha ds na forma

ds = (@} + () = ‘/1+(%j2dx, (14)

a expressdo para o tempo Af é

0 .2
At=—l—f 14y dx,

J2g 2\ v
dy

em que y=-.Paraque Af seja um extremo (no
dx
caso, um minimo), o integrando deve satisfazer a
equacdo de Euler-Lagrange (10). Obtém-se a equa-
cao diferencial

(15)

2y + 37> +1=0. (16)

A resolucdo desta equacdo é apresentada de
forma detalhada em [5]. Seu resultado é expresso
na forma

X= czarcsenﬁ—w/yicz -y)

c

17

em que ¢ é uma constante de integracio. A equacio
(17) corresponde a equacdo de uma cicldide.

Uma outra demonstracdo para a solucdo do
problema da braquistécrona usando o principio de
Fermat é apresentada na referéncia [9]. Também
sobre este problema sugerem-se as referéncias [10]
e [11]. Outro problema classico do calculo variacio-
nal, também discutido na referéncia [5], é a deter-
minacdo de qual curva, passando por dois pontos
dados A e B num plano, possui o menor compri-
mento. Considere-se o elemento de linha ds ,

2
ds = (dx)*+ (dy ) s =1 +(§) dx 18
X

Integrando-se esta expresséo, obtém-se o com-
primento da curva que passa por A e B:
*B

SAB =

Xy

1+ 3% dv. (19)

Levando o integrando F =4/1+)° as equa-
¢oes de Euler-Lagrange (10) encontra-se a condicdo
de extremo (minimo)
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b __c
J1+77°
em que C, é uma constante arbitraria. A solugéo da
equacdo diferencial acima é da forma
Cx
y=——"=+G,
1-C/° ’

) (20)

(21)

em que C, é uma outra constante arbitraria.

Ao leitor interessado sugerem-se as referén-
cias [5], [11] e [12], onde estes e outros exemplos
envolvendo célculo variacional sdo apresentados.
Problemas como estes de otimizacdo aparecem em
varias areas da engenharia: quimica [14], elétrica
[15,16], de producdo [17], de estruturas [18], e ou-
tras areas, como economia [19].

O PRINCIiPIO DE MINIMA ACAO

Em 1788, Joseph-Louis Lagrange desenvolveu
uma formulacdo da mecénica a que denominou
“mecéanica analitica” [4], de carater muito mais ge-
ral do que a formulacdo newtoniana, no que tange
as defini¢oes de momento linear e forca, e baseada
em ferramental matematico bem mais poderoso. No
formalismo lagrangiano postula-se a existéncia de

.

uma funcéo escalar L(7,7,t), denominada “funcéo
de Lagrange” ou “lagrangiana” do sistema, escrita
em termos das coordenadas e das velocidades do
sistema de particulas, em que 7 é uma notacdo
compacta para {171, Fyr.. Ty} 0 conjunto de vetores
posicdo das N particulas que compdem o sistema, e
7 corresponde ao conjunto das respectivas veloci-
dades {7, 7,,.... Fy}.

As equacgdes de movimento de um sistema me-
canico sdo obtidas a partir desta lagrangiana, do
modo descrito a seguir. Seja 7, a configuracéo ini-
cial do sistema em um instante de tempo ¢,,e 7, a
configuracdo em um instante de tempo posterior ¢,
a evolucéo no tempo deste sistema — que, em ulti-
ma analise, consiste no conjunto de trajetorias 7 (z)
de cada particula que o compdem — sera referida
aqui como “trajetoéria do sistema”.

Considere-se uma trajetoéria hipotética do sis-
tema, descrita por qualquer funcdo suave (.e.,

continua e derivavel) 7(f) tal que 7(f,) =7, e

¥(t,) = 7. Define-se a agdo do sistema como sendo
a grandeza

S = BjL(f(z),?(t),t)dz.

T4

(22)

Fixados (7;,7,) e (75,15), o valor desta inte-
gral depende, fundamentalmente, da trajetoéria hi-
potética 7 (f) do sistema. A acdo S é, portanto, um
funcional da trajetéria ¥(f). Segundo Lagrange, a
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trajetéria real 7(t) percorrida pelo sistema é aque-
la para o qual o valor de S é minimo; este é o princi-
pio da minima acéo, que reflete o principio propos-
to por Maupertuis, segundo o qual “a Natureza, na
producio de seus efeitos, sempre age da maneira
mais simples”. O principio de minima agéo, por ser
um principio, um postulado, ndo é demonstrado; o
mesmo ocorre para as leis de Newton, que sédo to-
madas como postulados.

A equacédo de Euler-Lagrange obtida pela va-
riacdo da acdo corresponde a equacdo (10) para
f= L. Mas néo se trata de uma equacéo diferencial
em que L a funcfo incégnita: dada a lagrangiana
L, o que se obtém é uma equacdo diferencial para a
trajetéria 7(f) do sistema, ou seja, as equacoes de
movimento do sistema.

Forma da lagrangiana de um sistema
mecanico

Como escrever a funcéo de Lagrange de um sis-
tema, entdo? Considera-se, inicialmente, o caso de
uma particula livre em movimento no espaco ab-
soluto vazio, descrito em relacdo a um referencial
inercial qualquer, em relacéo ao qual sdo feitas to-
das as medidas de distancias e intervalos de tempo.
Para realizar estas medidas, é necessario escolher
um sistema de coordenadas espaciais (uma origem
e um sistema de eixos coordenados) e, também, um
instante “zero” de tempo (a origem da contagem
dos tempos).

Os fendmenos previstos pelas leis fisicas néo
podem depender da escolha da origem dos eixos
coordenados (propriedade denominada homogenei-
dade do espaco) nem da orientacéo escolhida para
os eixos (isotropia do espaco) nem da escolha do
instante zero (homogeneidade do tempo). Do que
poderia depender a lagrangiana da particula livre,
tendo em vista essas propriedades? Em virtude da
homogeneidade do espaco e do tempo, a lagrangia-
na da particula livre nfo poderia depender da posi-
cdo da particula, nem da distancia desta a origem,
nem do instante de tempo considerado. Em razio
da isotropia do espaco, ndo deveria também depen-
der da dire¢do de seu movimento, ou seja, do vetor
velocidade, mas nada impede que dependa do moé-
dulo da velocidade.

Uma primeira idéia, entéo, seria uma lagrangia-

na linear na velocidade, da forma [ = c‘? ‘ , em que

¢ é uma constante ndo-nula arbitraria. No entanto,

esta lagrangiana néo nos leva muito longe, pois a
equacdo de Euler-Lagrange resulta na identidade
0 = 0. Uma segunda forma mais simples seria

.12

L:c‘? =CFF» (23)
que fornece a equacio de movimento
.12 . .
L=clf| =cF -7 (24)

que é o resultado esperado: uma particula livre
possui aceleracdo nula.

Como interpretar fisicamente a constante c?
Considere-se uma particula sob a influéncia de
uma forga resultante ndo nula F(7), com depen-
déncia temporal conhecida. A presenca desta forca
quebra as caracteristicas de isotropia e homoge-
neidade mencionadas no caso anterior; portanto, a
lagrangiana néo tera a mesma forma. Sabe-se, no
entanto, que se deve recair, neste caso, no limite
F(t) > 0 e que a equacdo de movimento deve ter
a forma:

mi = F(1) (25)
Pode-se constatar que isto é facilmente obtido
com a lagrangiana:
.12 -
L =df +7-F() (26)
De fato, ao aplicar-se a equacdo de Euler-La-
grange, obtém-se:

27

que nos permite identificar ¢ = m /2, ou seja, para
uma particula sobre uma for¢a resultante F(¢), a
lagrangiana é da forma

mi-|2 I
L, =—H +7r-F(?)
2 (28)
Para a particula livre,
mi-|2
L =5
° 2 (29)
ou seja, a lagrangiana resume-se a energia cinética
da particula, neste caso.

No caso de uma for¢a conservativa, ou seja, uma
forca obtida a partir de um potencial V(r) tal que

F) = v =20 (30)
or
a equacdo de movimento
it = = V) 31)
or
pode ser obtida a partir da lagrangiana:
L= %W —V(7) (32)
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Conclui-se, entéo, que sistemas mecéanicos con-
servativos podem ser descritos por lagrangianas da
forma:

L=TF7) -V(F)

em que 7(7,7) é a energia cinética e V(¥), a ener-
gia potencial do sistema. Sabendo-se expressar cor-
retamente estas energias, constrdi-se a lagrangiana
e dela se obtém as equacgdes de movimento do siste-
ma, diretamente das equacées de Euler-Lagrange.

(33)

ESTUDO DE CASOS
O péndulo simples

Seja um péndulo simples restrito a um plano,
submetido a aceleragéo da gravidade local g , con-
forme representado na Fig. 2.

AN
N
P \d

Figura 2 - Péndulo simples no plano

Equacao de movimento do péndulo
simples via formalismo newtoniano

O primeiro passo é identificar as forcas que
atuam sobre a particula de massa m; neste caso,
a forca-peso P= mg e a tracdo T no fio. Em se-
guida, escolher um sistema de eixos coordenados,
segundo os quais é expressa em componentes a se-
gunda lei de Newton,

obtendo-se equacdes em termos das coordenadas
escolhidas para representar o sistema e das suas
derivadas (no caso em questdo, na variavel @ e
suas derivadas temporais). Aqui, somente a com-
ponente transversal da aceleracdo da particula é
relevante, sendo proporcional a componente trans-
versal da for¢a resultante,

F, =ma, - —mg sen® = mdg,
de onde se obtém diretamente a equacdo de movi-
mento

~ g
+= =0.
() sen®

Este é um procedimento relativamente singelo,
dada a simplicidade do sistema.
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Equacdo de movimento do péndulo
simples via formalismo lagrangiano

O vetor posicdo da particula é da forma:
— > —
r =(dseng )i +(d cos) j
A energia cinética é dada por:
1 1
T=-m|v[P=emi-¥
2 2
Com um pouco de algebra vetorial, obtém-se:
1
T =—md’§’
5 ¢

A energia potencial do sistema é:
V =—mgdcoso
tomando-se como referéncia o plano perpendicular

a g contendo o ponto fixo do péndulo (sobre este
plano, V = 0). A lagrangiana para este sistema é,
portanto,

L:T—Vz%md(p2+mgdc05(p

Ao utilizar-se a equacdo de Euler-Lagrange

obtém-se a equacio de movimento do sistema,

. g
+=senp =0
¢ J ¢

O péndulo duplo

Equacoes de movimento do péndulo
duplo via formalismo newtoniano

A configuracio do péndulo duplo pode ser des-
crita em termos dos angulos (¢,, 9,), como indicado
na Fig. 3.

ASNUONUNNONONONONNONNNNNANNNANN

2\,

711

P, 4

Figura 3 - Péndulo duplo no plano

Os angulos (9, ¢,) e as coordenadas cartesia-
nas (xv») e (x,,v,) das particulas estdo relacionados
pela transformacao:
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X, = d, cosQ,
y, =d, sen@,
X, =d, cos@, +d, cosQ,
vy, =d, sen@, +d, sen@,

em que se escolhe a origem dos eixos sobre o ponto
fixo do péndulo, orientando-se o eixo x na vertical e
para baixo e o0 eixo y na horizontal e para a direita.
Ao aplicar-se a segunda lei de Newton as particulas
de massa m, em,, obtém-se as seguintes equacoes,
em termos das componentes cartesianas das acele-
ragoes sobre cada particula:

mX, =mg —1,cos@, +T, cosQ,

my, = =T sen®, +T, sen@,

m,X, =m,g —T, CosQ,

m,y, =—T, sen@,

Escrevendo estas componentes em termos das

coordenadas angulares (¢, @,) e suas derivadas,
obtém-se o sistema:

— md, (¢} cosQ, +@, sen@,) =m,g —T, cos®, + T, cosQ,

— md, (¢} sen@, —@, cosQ,) =— T, sen@, + T, sen@,

— my[d, (¢ cosQ, +@, sen@,) +d, (¢2 cos@, +§, sen®,)] = m,g —T, cos@,
— myld, (¢ sen, — @, cos@,) +d, (¢2 sen®, — ¢, cos@,)] =— T, sen,
que, ap6s trabalhosas manipulacées algébricas,
pode ser reescrito de forma a explicitar as deriva-
das segundas das coordenadas angulares,

é mG, +m,G, . mG;+m,G,

L T
l1G5 lzGS

em que:

G, =— 2g sen@,

G, =d$?sen2(p,—0,) +2d,0> sen(®, —¢,) + g sen(29, —0,) — g sen®,

G, =—2d$?sen2(p, — ¢,) + g sen(29, —0,) — g senb,

G, =-2d@’sen(@,— @,) +gsen(20, —9,) — g send, + d, &, sen2(¢, — ¢,)
G =2m, +m,(1-cos 2(¢, — ¢,))

Equacoes de movimento do péndulo duplo via
formalismo lagrangiano

Pode-se subdividir o péndulo duplo em dois: o
primeiro deles com comprimento d,, da extremida-
de fixa a massa m,; o segundo com comprimento
d,, com uma extremidade em m, e a outra em m,,
como ilustrado na Fig. 3. O vetor posi¢cdo da primei-
ra particula é da forma:

I =d, seng,i+d, cos, j
Sua energia cinética é dada por:

1 1
T, =—my, -V, = —md, ¢’
1 2 1 1 2 11 1

e sua energia potencial é da forma:

V, =—mgd, coso,

O vetor posicdo da segunda particula é:

7, = (d, seno, +d, sen@,)i + (d, cos@, +d, cos,) j

Sua energia cinética pode ser escrita como
T, = %[éf aﬁ2 +q.>22 d22 + 2(|.>1 ([.>2 dd, cos((p1 f(pz)}
e sua energia potencial, como
V,=—m,g(d, cos, +d, coso,)

A lagrangiana total do sistema é a soma das
lagrangianas referentes ao primeiro e ao segundo
péndulo,

_mtm -

m. * .« .
L > (P12 d12 +72([)22 dzz +(p1(p2d1d2 cos((pw 7(92)

+ (m1 +m, )ga’1 cosQ., +m,gd, cosQ,
e as equacdes de movimento:

Q1¢.1 + Qz¢2 = Q3
Q4(ﬁ1 + Q5¢2 = Q6

podem ser diretamente obtidas da forma geral das
equacdes de Euler-Lagrange. Os @’s sdo funcoes
das coordenadas e suas derivadas primeiras. Apés
manipulagdo algébrica relativamente simples, as
equacdes podem ser reescritas explicitando-se ¢, e
¢, em relacéo as coordenadas e suas derivadas pri-
meiras, resultando em equacdes idénticas aquelas
obtidas via formalismo newtoniano.

O FORMALISMO DE HAMILTON

Assim como o formalismo lagrangiano, para
a mecanica, permite descrever a mecénica classi-
ca em termos de uma funcdo denominada lagran-
giana do sistema, no formalismo hamiltoniano os
sistemas mecanicos devem ser descritos por uma
funcdo denominada “funcdo de Hamilton” ou “ha-
miltoniana” do sistema, a qual pode ser obtida uma
vez conhecida a lagrangiana do sistema. Estas duas
funcoes estao relacionadas por:

H(q,p.0) =Y pd: —L(g,4(q, p). D)

em que: 9; sdo as coordenadas generalizadas do
sistema (quaisquer conjunto de grandezas que especi-
figuem completamente a posicdo ou configuracéo
de um sistema num dado instante, por exemplo, as

cartesianas ¢ ={x, y, z}, ou as esféricas {r,e,(b});

oL

piza

nadas 9;; e L é a lagrangiana do sistema, com as

séo os momentos conjugados as coorde-

i

velocidades generalizadas ¢; expressas em termos
de g,’s e p,’s. Dessa forma, a hamiltoniana é uma
funcéo das coordenadas, dos momentos e do tempo.
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Um aspecto interessante acerca desse formalis-
mo é que coordenadas e momentos sdo tratados em
pé de igualdade, como quantidades independentes.
A dinamica do sistema é governada pelas equacoes
de Hamilton [5,6]:

ot

oH
q — e

op P oq (35)

A deducéo dessas equacgdes pode ser vista deta-
lhadamente nas referéncias [2, 5, 20]. Para um sis-
tema de N graus de liberdade (ou seja, para o qual
N coordenadas sdo necessarias para definir univo-
camente a sua configuracéo) existem 2N equacoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem, em con-
traste com o formalismo de Lagrange, no qual as
equacoes diferenciais de movimento sdo de segun-
da ordem. Pode-se mostrar que, para sistemas em
que a energia mecanica total T+ V se conserva, a
hamiltoniana depende somente das coordenadas e
dos momentos.

No caso do sistema composto pelo péndulo sim-
ples, discutido anteriormente, a hamiltoniana é da
forma 2

H=-1 —mgd cos@
2md

2

o que pode ser facilmente verificado a partir da fun-
cdo de Lagrange para o péndulo simples e da ex-
presséo (34). A energia mecanica total é conservada,
visto que H nao depende explicitamente do tempo.
As equacdes de Hamilton descritas pelas expressoes
(35) fornecem um conjunto de duas equacoes ordi-
nérias de primeira ordem, que, quando combinadas,
reproduzem o resultado fornecido pelas equagoes de
Lagrange. A hamiltoniana para o sistema formado
pelo péndulo duplo é conhecida na literatura (veja-
se, por exemplo, Monerat et al. [7]).

Para o leitor interessado sugere-se como exer-
cicio a construcdo da funcdo de Hamilton para um
sistema massa-mola sem atrito, também conhecido
como “oscilador harmonico” [6]. Assim como no caso
do péndulo simples, o leitor podera observar que a
hamiltoniana para este sistema néo depende do tem-
po; logo, o sistema também é conservativo. Por outro
lado, no caso em que o atrito seja considerado, a ha-
miltoniana dependera explicitamente do tempo e a
energia mecanica total ndo sera conservada [20].

CONCLUSAO E COMENTARIOS FINAIS

E cada vez mais freqiiente a aplicacdo do forma-
lismo variacional em diversas areas da engenharia
[21-25], inclusive para o estudo do controle de sis-
temas mecanicos [26,27]. Sugere-se, neste trabalho,
a introducdo do formalismo lagrangiano e hamilto-
niano no médulo basico de um curso de engenharia,
tendo como pré-requisitos nocgdes basicas de mecéani-
ca newtoniana, de calculo diferencial e integral e de
analise vetorial. Uma vantagem de tais formalismos
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sobre o newtoniano é a obtencéo das equacgtes de mo-
vimento de um sistema de modo mais sistematico e
com trabalho algébrico bem menor.
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