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RESUMO

Este artigo apresenta resultados de pesquisa de um Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Ma-
tematica, cujo objeto se constituiu pelo estudo conceitual de Limite de uma fun¢do de uma variavel. Par-
te-se do principio da importancia do Limite como um conceito basico do Calculo Diferencial e Integral
(CDI), conteudo obrigatorio em cursos de Engenharia e Matematica, entre outros cursos das Ciéncias
Exatas. Como referencial tedrico, foram utilizados estudos e pesquisas de autores como Tall (2013),
Vinner (2013), Duval (2009), Laudares (2013), Lachini (2001), que trabalham a aprendizagem numa
perspectiva cognitiva da necessidade de buscar o entendimento desse conceito pelo estudante, antes
de formalizar uma definicdo. Isso é privilegiar na estrutura da Matematica ndo sé os procedimentos de
calculo. O instrumento metodolégico utilizado foi o Objeto de Aprendizagem, construido com o software
Geogebra, proprio para mediacdo da informatica no processo didatico. Assim, foram exploradas as re-
presentacdes algébricas e, especialmente, a geométrica-grafica com recursos da Informatica Educativa.
Do conjunto das atividades desenvolvidas, neste artigo, opta-se por apresentar uma fundamental para
o processo da compreensdo, coerente com o objeto de pesquisa. Os sujeitos da investigacdo foram es-
tudantes de matematica, mas tem sido aplicado em cursos de engenharia. A analise dos dados foi feita
utilizando-se de categorias da investigacdo qualitativa.
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ABSTRACT

This article presents results of a survey of a Professional Masters in Science and Mathematics Teaching,
the object of which was constituted by the conceptual study Limit of a function of one variable. It starts
from the principle of the importance of the limit as a basic concept of Differential and Integral Calculus,
mandatory content in Engineering and Mathematics courses, among other courses of exact sciences. As
a theoretical framework were used studies and research of authors such as Tall (2013), Vinner (2013),
Duval (2009), Laudares (2013), Lachini (2001) working on learning a cognitive perspective the need to
seek student understanding this concept before formalizing a definition. This is the focus of mathemat-
ics structure not only the calculation procedures. The methodological tool used was the learning object
built with software Geogebra, suitable for mediation of information technology for teaching process.
Thus, the algebraic representations were explored and especially the geometric-graphic with resources
of Educational Informatics. Of all the activities in this article is chosen to present one (1) essential to
the process of understanding, consistent with the object of research. The research subjects were math
students, but has been applied in engineering courses. Data analysis was performed using categories of
qualitative research.
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ENSINO DE CALCULO:
DESAFIOS, PERSPECTIVAS E
ASPECTOS CONCEITUAIS

De maneira inevitavel, ao refletirmos so-
bre a questdo do relacionamento entre o ensi-
no e a aprendizagem dos conceitos matemati-
cos, sobretudo o Calculo Diferencial e Integral,
sociedade e institui¢des de ensino se deparam
com questdes conflitantes, como o alto indice
de reprovacao e evasao de seus alunos. Barufi
(1999) evidencia em suas pesquisas (tese de
doutorado) dados preocupantes sobre esse fe-
nomeno: o indice de reprovacdo em cursos de
Calculo, por exemplo, da Escola Politécnica da
USP, no periodo de 1990 a 1995, transita en-
tre 20% a 75%, no entanto, entre os alunos do
Instituto de Matematica e Estatistica, a mar-
gem é superior a 45%, provocando um indice
de aprovacao inferior a 55% em uma turma de
Calculo. Barufi (1999) também relata como fa-
tor predominante que sustenta esses indices as
dificuldades dos alunos frente a conteidos ma-
tematicos basicos, apontadas como uma das
principais causas para a ocorréncia de reprova-
¢Oes e desisténcias. Comungam com esses fatos
acerca do fracasso no ensino de calculo, Meyer
e Souza Junior (2002, p. 121), que revelam que:

no Brasil, o ensino do Calculo tem sido res-
ponsabilizado por grande nimero de repro-
vacoes e de evasdes de estudantes universi-
tarios. E comum em nossas universidades a
reclamacao, por parte dos alunos ou por par-
te dos professores de outras areas, da inexis-
téncia de esfor¢os para tornar o Calculo inte-
ressante ou util.

Tal problema ndo é cultural, ndo se justi-
fica por questdes socioecondémicas brasilei-
ras, € um evento mundial. Crescentes estudos
comprovam, sobretudo nos paises mais desen-
volvidos, como nas publicagdes de David Tall
(1976), o qual se destaca pelos trabalhos na
area de pesquisa do “pensamento matematico
avan¢ado”, cujas articulacdes permeiam o ensi-
no e a aprendizagem de Calculo, como também
as dificuldades apresentadas pelos alunos nos
conceitos basicos dessa disciplina. Outro fator
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preponderante foi o movimento da Reforma do
Ensino de Calculo, “Calculus Reform”, ocorrida
na década de 1980, cujos pilares sdo o uso de
tecnologia, softwares e calculadoras graficas,
como apoio metodolégico na construcdo de
conceitos, teoremas e resolucdo de problemas,
com énfase na aplicabilidade, idealizando o en-
sino intermédio a “Regra dos Trés”, que propoe
o desenvolvimento das atividades e problemas,
recorrendo a trés sistemas distintos de repre-
sentacdo de um mesmo objeto: aritmético, al-
gébrico e geométrico.

Nas universidades brasileiras, sdo percep-
tiveis os reflexos desse movimento, construgao
de laboratoérios informatizados, introducao de
softwares matematicos no ensino de Calculo e
ascendentes pesquisas publicadas em congres-
sos e encontros de educacdo matematica e em
engenharia, que apresentam e comunicam es-
ses novos métodos de conceber o ensino.

O ensino e a aprendizagem de Calculo an-
seiam atingir dois objetivos, a saber:

[..] o primeiro destes objetivos almeja que
o estudante tenha contato com a matemati-
ca como técnica de conhecer, de pensar e de
organizar; é preciso que o estudante pense
sobre o significado geométrico e numérico
do que esta fazendo, saiba avaliar e analisar
dados, explique o significado de suas res-
postas. O segundo esta orientado para que o
aluno adquira compreensdo e capacidade de
aplicacdo pratica dos conceitos e defini¢des,
estando atento para que o calculo nio se tor-
ne um mero receituario. (LACHINI, 2001, p.
147)

Nessa perspectiva, faz-se necessario recor-
rer a uma andlise mais reflexiva das relacdes
dialéticas entre o pensamento (ideias mate-
maticas) e a linguagem matematica (sistemas).
Na verdade, justifica-se desvelar o desenvolvi-
mento semiotico para esclarecer sobre os pro-
cedimentos de interpretacdo de sistemas de
signos matematicos presentes nos processos
didaticos, por exemplo, em um trabalho mate-
matico, os simbolos (signos) transmitem atri-
butos conceituais (significados). Vale ressaltar
qudo importante é a compreensdo da natureza
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dos conceitos matematicos, proposicoes e sua
relacdo com contextos e situagdes-problema,
notadamente a luz das construcoes teoricas de
Duval (2009) a respeito das representagdes se-
mioticas (figuras, esquemas, graficos, expres-
soes simbdlicas, expressdes linguisticas, etc.).

Duval (2009), apresenta dois elementos
atuantes no processo da atividade mental no
fazer matematico: “semiosis” e “noesis”. Se-
miosis é a apreensdo ou producao de uma re-
presentacdo semiotica, e a noesis a apreensao
conceitual de um objeto. O autor defende que
a compreensdo do papel da semiosis no fun-
cionamento do pensamento e na forma como
se desenvolve o conhecimento esta relaciona-
da com a diversidade de signos que podem ser
utilizados.

Tais atividades, as quais se pode chamar de
coordenacdo de registros semioticos, consiste
em utilizar espontaneamente e rapidamente
diferentes registros semioticos para represen-
tar um objeto. Essa coordenacdo pode ser in-
dispensavel para a aprendizagem matematica
eficaz, porque s6 a manipulacdo de varias re-
presentacdes permite ao aprendiz distinguir
um objeto a partir de suas representagdes,
que é uma propriedade essencial do conceito
matematico (ROSA, 2005). Assim, o ponto re-
levante no desenvolvimento matematico nao
€ apenas dominar a construcdo da linguagem
simbdlica matematica, mas, sobretudo, produ-
zir significado. Alguns fatores sdo essenciais
nesse processo de desenvolvimento conceitual
e apropriacdo de uma entidade matematica:
diversidade de objetos envolvidos na atividade
matematica, diversidade nas a¢des e processos
de semiose envolvidos em diferentes tipos de
objetos, formas de produzir sinais e a diversi-
dade de contextos.

Refletindo sobre o relacionamento entre o
ensino e a aprendizagem dos conceitos de cal-
culo de Limite, pretende-se delinear um ensino
e uma aprendizagem no campo conceitual, mi-
grando para a defini¢do, alicercado numa me-
todologia que promova a construgao do conhe-
cimento, como o uso da tecnologia, bem como
verificar as contribuicoes desses instrumentos.

DIVERSAS INTERPRETACOES DO
ENSINO DE CALCULO

Badaré e Lima (2011) explanam em seu
artigo acerca de uma pesquisa realizada por
Tall, intitulada Advanced Mathematical Thin-
king, em 1991, na qual os autores descrevem
0 que seria o quadro tedrico versando sobre os
Trés Mundos da Matematica, conforme o es-
quema apresentado na Figural.

DEFINICAO E PROVA FORMAL

Calculo

REFLEXAO

Percepgdo
. Manipulacdo de simbolos
Experiéncia .
Fungdes

Experiéncia d t .
periéncia de pensamento Algebra

Grafi -
raficos Aritmetica

Plano Cartesiano ,
Simbolos

Numero

Figura 1 - Quadro tedrico dos Trés Mundos da Matema-
tica segundo David Tall, 2004.

Fonte: Criado pelos autores.

Os Trés Mundos da Matematica tém sido
foco de estudo de David Tall e de Anna Watson,
em um trabalho publicado no ano de 2002, Em-
bodied action, effect, and symbol in mathemati-
cal growth (Coporificar acdo, efeito, e simbolo
no crescimento matematico). Para exemplifi-
car esse estudo, Tall (2002) menciona o ensaio
“Patterns of growth” (Padrdes de crescimento),
publicado por Bruner (1966). Nesse estudo,
sdo apresentados trés modos de representacao
mental, a saber: 1) o sensdério-motor, chama-
do por Bruner de encenado, e que se constitui
através da acdo; 2) o iconico, que depende do
visual e de uma organizagdo sensorial do uso
de imagens e sintese; 3) e o simbdlico, que é
a representacdo do pensamento pelo uso de
palavras (linguagem em sua forma natural). A
compreensao dessas representagdes é de suma
importancia, pois permite conceber a forma
como acontece o desenvolvimento cognitivo
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do individuo. Essa sequéncia foi utilizada por
Bruner (1966) para analisar a Reforma do Cal-
culo, a Regra de Trés e a passagem para a Re-
gra de Quatro, na qual estd inclusa a categoria
“verbal”.

A figura seguinte mostra uma comparagao
dos Trés Mundos de representacao de Tall, fa-
zendo uma comparagao com os modos de Bru-
ner, mostrando, por fim, a Regra de Quatro.

Maodos de
Bruner

Mundos de
Representacio

Regra de
Quatro

.

> Numérico ——>  Numérico
| “>@lgérioetc) | ———>  Simbélico
| Logico

Verbal —>  Verbal

Figura 2 - Trés Mundos de representacao e suas liga-
¢coes com outros pontos de vista.

Fonte: Tall, 2002, p. 4 apud Fonseca, 2012, p. 61.

Pode-se observar, na Figura 2, que a lin-
guagem opera nos Trés Mundos de Tall, dife-
rentemente dos outros modos, nos quais a lin-
guagem esta explicitada como uma categoria
ou uma subcategoria. Para Bruner, a linguagem
¢ compreendida como a divisdo somente do
simbolismo, e na Regra de Quatro é vista como
uma categoria a parte.

Dentro do desenvolvimento das concep-
coes de linguagem, o quadro tedrico sobre os
Trés Mundos da Matematica apresenta o de-
senvolvimento da matematica como uma ati-
vidade humana que perpassa por trés pilares
do pensamento matematico: “conceitual/cor-
porificado”, relacionado a reflexao e ao pensa-
mento experimental, que pode ser compreen-
dido como a base do pensamento matematico
e esta embasado na percep¢dao do mundo e na
operacao; o segundo mundo de Tall: “simbdli-
co/proceptual’ (processo e conceito-proceito),
por exemplo, os numeros. Esse mundo se inicia
com agdes que usam simbolos que permitem
alternar os processos de fazer matematica para
conceitos de pensar sobre, e, por fim, o formal/
axiomdtico, ou mundo formal, relativo as defi-
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ni¢des e provas, este se caracteriza pela utiliza-
¢do de defini¢des formais para os conceitos, a
partir das quais se desenvolvem as dedugdes,
sendo que e elas pressupdem a realizacdo da
construcdo de um sistema axiomatico, como
uma analise ou uma teoria em grupo (FONSE-
CA, 2012). Esse fenomeno cognitivo de cons-
trucao e desenvolvimento matematico conver-
ge com as teorias das representacdes semioti-
cas de Duval, nas quais os objetos devem tran-
sitar;, ser representados de formas distintas e
ser consolidados. Retrata também o desenvol-
vimento intelectual nesta relacdo: individuos,
objetos e o fazer matematico.

O objetivo deste trabalho é proporcionar
uma lente conceitual para abordar e discutir a
complexidade do tema Limite, alicercado nos
pilares do CDI, e almejando projetar expecta-
tivas para uma melhor compreensdo acerca
do Limite, em um aspecto figural, diversidade
de representacdes conceituais, apropriacao e
consolidacdo de um objeto matematico. Este
trabalho destina-se a contribuir para o debate
crescente a respeito dos conceitos, representa-
¢oes e construcdo de significado. Nesse senti-
do, julga-se enfatizar e estabelecer um dialogo
acerca dos aspectos conceituais na construcao
do conhecimento.

Conceito em matematica

Pretende-se admitir que, ao trabalhar com
conceito, se busca a compreensao de um saber
que sera definido formalmente.

Entdo, se requer uma aproximacao e um des-
velar do conceito, como pré-requisito do ato
de definir. Que a definicdo aflore, e se mostre
apods a aquisicao conceitual pelo estudante,
isto é, que o ato de conceituar preceda ao
ato de definir. Assim, ao processar a defini-
cdo, pelas representacdes utilizadas, pode
ser gerado um espac¢o no qual os elementos
constituintes do conceito se explicitam e, se
mostram com possibilidades de serem me-
lhor assimilados. (LAUDARES, 2013, p. 7)

Tall e Vinner (1981), para tratar da apreen-
sdo das entidades matemadticas distinguem:
“conceito imagem” e “conceito definicao”. O
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conceito imagem, segundo os autores, expres-
sa a estrutura cognitiva total, que relaciona
ao conceito, a qual engloba todas as imagens
mentais, propriedades e processos associados.
E edificado ao longo dos anos, a partir das ex-
periéncias de diversos niveis, transformando
quando o sujeito encontra novos estimulos e
amadurece (TALL; VINNER, 1981, p. 152).Ja o
conceito defini¢ao é a forma com a qual as pala-
vras foram empregadas para especificar algum
conceito. Pode ser compreendido por um indi-
viduo de uma forma corriqueira ou assimilado
mais significativamente e relacionado com o
conceito. Também pode ser uma reelabora-
cdo pessoal de uma definicdo pelo estudante
(TALL; VINNER, 1981, p. 152).

Ainda segundo os autores, ao apresentar
um conceito a um aluno, convicgoes e obje-
tos mentais sdo elaborados e articulados pelo
mesmo, e configuram uma entidade que pos-
teriormente sera usada em outras situagdes. A
formulagdo dessa entidade é subjetiva e par-
ticular, pois, a partir de uma mesma apresen-
tacdo, cada individuo constréi suas préprias
ideias e figuras mentais.

A estrutura criada e internalizada de um
certo conceito pelo aluno nem sempre é uma
estrutura formal, uma definicdo precisa. Du-
rante a apresentacao e articulagdo de um con-
ceito, existem inimeras variaveis que podem
interferir nesse processo, como Tall e Vinner
(1981) declaram. Essas variaveis podem infe-
rir e interferir, afetando seu significado e apli-
cagao.

Se conceituar, em Matematica, € uma ativi-
dade de compreensdo do objeto em estudo e
da criacdo subjetiva de significados pelo es-
tudante, definir é, pela formalizagdo manipu-
lar simbolos, registros, sinais da linguagem
especifica da area de conhecimento, na qual
esta imersa o objeto matematico, o conceito
em estudo. (VAZ, 2010, p. 39)

A elaboracdo de estruturas matematicas
exige a interacdo conceito versus definigdo.
Nesse processo, a manipulacao dos objetos, o
dominio simbélico da linguagem com regis-
tros, codigos e representacdes favorecem e

promovem a construcdo da definicdo. Em con-
sonancia com Laudares (2013, p. 3), ao proces-
sar a cognicdo, “o homem, ser inteligente e de
linguagem, constrdi internamente suas ideias,
num processo de interiorizacdo com apropria-
¢do e, as comunica servindo de interacoes e in-
tercomunicac¢des sociais, via linguagem”. Desse
modo, para que haja uma construgao interio-
rizada do conhecimento, é necessario que o
sujeito desenvolva uma construcao mental. E,
inserida nesse contexto, a pesquisa teve como
objetivo instigar a construcdo de conhecimento
a partir de aspectos conceituais, com a colabo-
racdo de recursos computacionais, promoven-
do a diversidade de representagdes, visando a
melhoria do processo de ensino e aprendiza-
gem desse contetdo.

TECNOLOGIA E EDUCACAO

Discorrendo sobre o uso de recursos tec-
nolégicos, as principais discussdes da atuali-
dade, no campo da educa¢do matematica, se
referem a utilizagdo de uma multiplicidade de
instrumentos. Recursos como softwares educa-
cionais tém um grande potencial pedagégico
que pode contribuir no processo de ensino e
aprendizagem. Caminhando pelas abordagens
tecnologicas, Behrens (2000) afirma que, num
mundo globalizado, que derruba barreiras de
tempo e espaco, 0 acesso a tecnologia exige ati-
tude critica e inovadora, possibilitando o rela-
cionamento com a sociedade como um todo.

Diante de um cendrio de globalizacao,
¢ importante suscitar um ensino e aprendi-
zagem que viabilizem possibilidades trans-
formadoras: experimentacdo, investigacdo, e
teorizacdo, que promovam a reflexao e a acao,
gerando novos conhecimentos, numa tentativa
de superar as praticas pedagogicas de ensino
tradicional. Desse modo, recorre-se as TICs
(Tecnologia da Informacdo e Comunicagdo) em
praticas educativas que objetivam fomentar a
producao de significados.

Aprendemos quando descobrimos novas di-
mensoes de significacdo que antes se nos es-
capavam, quando vamos ampliando o circulo
de compreensao do que nos rodeia, quando,
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como numa cebola, vamos descascando no-
vas camadas que antes permaneciam ocultas
a nossa percepgao, o que nos faz perceber de
uma outra forma. Aprendemos mais quando
estabelecemos pontes entre reflexdo e a acao,
entre a experiéncia e a conceituagio, entre a
teoria e a pratica; quando ambas se alimen-
tam mutuamente. (MORAN, 2000, p. 23)

O computador pode ser incorporado como
recurso pedagbgico como apoio para o ensino,
e também como fonte de aprendizagem, pro-
movendo o desenvolvimento de habilidades e
motivando a construcdo de novos conhecimen-
tos, sobretudo como um processo de socializa-
¢do. As novas tecnologias, como o computador;
permitem a investigacdo matematica, facilitam
e propiciam uma atitude de experimentacao,
instigam a participagao dos alunos e seu saber
é valorizado. Os alunos aprendem com seus
erros, tomam decisdes por si mesmos, identi-
ficam problemas, refletem, argumentam, le-
vantam conjecturas e aprendem junto aos seus
colegas, trocando ideias quando se trata de ati-
vidades colaborativas.

Endentemos que também essa concepgao de
incorporar tecnologia admite dois niveis de
entendimento. Num primeiro destes, o pro-
fessor entende que em virtude do acimulo
de experiéncias pessoais com o uso de tec-
nologias, a incorporacdo da tecnologia pelo
educando se acentua e as formas de fazer
matematica se modificam: o uso de calcula-
doras graficas, o uso de calculadoras simbdli-
cas, o uso de simulac¢des, a construcdo de mo-
delos, o teste de hip6teses numéricas dentre
outras, passam a constituir o arsenal de es-
tratégias que se usa para fazer matematica.
[..]- Num segundo nivel, o professor entende
que a incorporagdo de novas formas de fazer
matematica leva os educandos a desenvolve-
rem novas formas de pensar e resolver pro-
blemas. (FROTA, 2012, p. 6)

E nessa vertente que se pretende conce-
ber as TICs na pesquisa de que trata o presen-
te artigo, comprometidos com a tecnologia a
servico da educagdo matematica, a qual facilita
a visualizagdo grafica, sobretudo na forma de
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representacdo que contribui fortemente para
a apreensao dos conceitos matematicos, como
promotora de conhecimento, integrante, desa-
fiadora, reflexiva e ativa nesse processo. Nes-
se contexto, compete aos educadores suscitar
este dialogo: aprendizagem e apropriagao, uti-
lizando a tecnologia, transformando a pratica,
intensificando as potencialidades pedagdgicas.

Neste trabalho, também foram utilizados
recursos da Informatica com Objetos de apren-
dizagem. Entende-se que, a partir de recursos
computacionais,

[...] pode-se ter a dimensdo conceitual com a
manipulacdo de um Objeto de Aprendizagem
- OA, definido por Willie (2000), como enti-
dades digitais a serem utilizadas, reutilizadas
no processo de aprendizagem apoiado pela
tecnologia. Com um OA, o professor prepara
um material de apoio, a ser manipulado pelo
estudante com possibilidade de apresentar
uma série de situacdes de maneiras diversifi-
cadas conduzindo a um contexto, a estimular
a reflexdo num processo continuo de mobi-
lizacdo e facilita o trabalho com o conceito.
(LAUDARES, 2013, p. 6)

A fim de abordar algumas das questoes
nas quais os alunos foram provocados no de-
senvolvimento de Limite, é importante exami-
nar algumas atividades em curso na constru-
cdo de significado elaborado pelos estudantes.
Para tanto, na pesquisa, foram elaboradas oito
atividades investigativas guiadas, apoiadas em
recursos computacionais, com a finalidade de
promover a construgdo, interpretacdo e com-
preensdo dos conceitos matematicos referen-
tes aos topicos de Limite.

ATIVIDADES E ANALISE

Dentre as atividades propostas e aplica-
das, apresenta-se neste artigo a atividade de
numero 4, com a andlise de sua aplicacao.

42 Atividade: Limites laterais

Objetivo: Estudar o levantamento de indetermina-
¢do de limite de uma funcgao.
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Comentdrios: A atividade requer que o aluno com-
preenda o grafico numa perspectiva aritmética de
uma funcdo com restricdo, o significado de limite
num ponto determinado, bem como analisar o com-
portamento do grafico de uma funcdo em uma vizi-
nhanca determinada.

Desenvolvimento: Esta atividade serd desenvolvida
a partir do software Geogebra.

2x? =3x-2

1) Dada a fungdo  f(x) = 5
=

a) Determine o dominio desta fungao.

No Geogebra:

b) Na 112 janela, ir em opc¢do: controle deslizante,
clicar, depois clicar na janela de visualizacgao,
nomear como k, intervalo minimo: -10, maximo:
10, incremento 0,1. Aplicar.

Entrada: A = (k,(2*k"2-3*k-2)/(k-2))

Ir na barra de ferramenta: exibir janela de visuali-
zacdo 2. Clicar na janela de visualizacdo 2 e na mes-
ma opgdo para entrada da janela 1, inserir o ponto
B = (k, 2*k+1).

No ponto A e no ponto B com mouse “direito”: ha-
bilitar rastro.

12 janela: mover - Variar o parametro K.

Observe a variagdo dos elementos do ponto A e B
na janela de algebra.

c) Analisando os graficos, compare o dominio des-
tas fungbes no ponto de abscissa 2, com o resul-
tado do item (4). Explicite com suas palavras.

d) O que se pode conjecturar a respeito das fun-
¢des nas janelas 1 e 2? Explicite suas ideias.

e) Construa uma tabela com os valores préximos
ao 2, da fungao
2
x =3x-2

f)=2

pela direita e pela esquerda:

J(x)

X

S (x)

f) Analisando o grafico da fun¢ao r(x)= 2"2_#

descreva o que acontece com os valores de 7,
quando:

= osvaloresde x seaproximam de 2 peladireita?

= o0s valores de x se aproximam de 2 pela
esquerda?

2x? =3x-2

g) A fungio f(x)=

valores tao proximos de quanto se deseja,

pode assumir

desde que * fique suficientemente proximo de

h) Verifique que no ponto x =2, a fungdo nio se
define, mas os limites a direita e a esquerda sao
iguais, entdo,

. 2x*=3x-2

lim———

x—2 X — 2 _

2x? —3x-2

*Trace o graficoo f(x)= no Geo-

gebra e atente as limitacoes do software.

Compare suaredacdo com esta analise: Notamos
que a ideia de limite de uma fungdo f, quando
x tende para a, depende somente dos valores

de x proximos de a. Ndo importa o valor de

2 — —
f(a).Ao calcular o limM
x—2 X — 2

, observa-
mos que a funcio nio esté definida para x =2,
isto é,ndo existe f(2), e existeolimitede f(x)

quando x tende a 2.
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. Al , i D: a direi
Respostas fornecidas por alguns alunos uno (3), item D: a direita

(sobre os itens C, D, H e G): Figura 10

Lecdn, woritos, 408

Aluno (1), item C:

Figura 3 A esquerda:
2% % Figura 11
{xcR/x #23 [j E
Aluno (1), item D: Aluno (3), itensHe I:
Figura 4 Figura 12
h) A funggo S M=Li§;z pode assumir valores o proximo de () quanto se

deseja, desde que ¥ fique suficientemente proximo de Q

Aluno (1), item G:

’ ! =2 Eyio . s i
i) Verifique que no ponto * . a fungfio ndo se define, mas os limites a direita e a
: . 2x'=3x-2
Fi gura 5 esquerda sio iguais, entiio hm T2 =umcituenusad®

ﬂonm;m de D Figura 13
Grafico 1 - Atividade 4 - Item B.

Aluno (1), itensHe I:
Figura 6

£ 2x’=3x-2 A X
h) A fungdo flx)=== = pode assumir valores tdo préximo de ) quanto se

deseja. desde que ¥ fique suficientemente proximo de QQ' S

i) Verifique que no ponto x=2 , a fungdo ndo se define, mas os limites a direita e &

=

2x’—3x—2 5
esquerda sdo iguais, entdo 7 ) =_ .

Aluno (2), item C: _
Figura 7 i

@ 5 B I E
_ 7 Fonte: Criado pelos alunos - Imagem da atividade realizada
o \{wa&;\ Pl dos D= R pelos alunos, trabalhando o discreto e o continuo, além da

Nay saccddn, | ¢ Aesucnice W ‘beKH?"S’ X

visualizagao do salto e analise do dominio.

Aluno (2), item D:

Figura 14
Figura 8 )
g ‘ Grafico 2 - Atividade 4 - Item G.
U IO 99 m;\',h\grp o0Mm @) Umiomaon .- - E - .- .

Aluno (2), itens H e I: Apresentou a mesma
resposta que o aluno (1).

Aluno (3), item C:
Figura 9

SxeR/m ﬂ A

Fonte Criado pelos alunos - Imagem da atividade realizada
pelos alunos, trabalhando o discreto e o continuo, além da
visualizagao do salto e anélise do dominio.
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ANALISE DAS RESPOSTAS

CATEGORIA A: Interpreta e resolve cor-
retamente. Nessa categoria, entende-se que o
aluno compreende a tarefa e o que foi propos-
to. Desenvolve e apresenta a resposta correta-
mente. O aluno consegue distinguir os objetos
matematicos e as diversificadas representa-
coes. Por exemplo: alunos (1) em todos os
itens. Convergindo com as teorias de Duval,

[..] ndo se pode ter compreensdo em mate-
matica, se nds ndo distinguimos um objeto
de sua representacdo. E essencial jamais
confundir os objetos matematicos, como os
numeros, as fungdes, as retas, etc., com suas
representacdes, quer dizer, as escrituras de-
cimais ou fraciondrias, os simbolos, os grafi-
cos, os tracados de figura... porque um mes-
mo objeto matematico pode ser dado através
de representacoes muito diferentes. (DUVAL,
2009, p. 14)

CATEGORIA B: Erro de resolugdo. Nessa
categoria, o aluno nao correlaciona as repre-
sentacoes diferentes de um mesmo objeto, ou
seja, nao compreende as varias representacoes
de modelos matematicos, como, por exemplo,
no estudo de func¢des, ndo estabelece conexdo
entre o aritmético, tabulacao das coordenadas
de uma funcao e a apresentacao no plano car-
tesiano, bem como o grafico (continuo) dessa
mesma funcdo e/ou as restricdes no dominio.
Também, quando diz que ha limite, mas o li-
mite da funcao nao existe, ou diz que o limite
tende ao infinito, quando o limite tende a uma
constante. Nesse sentido, o aluno (3) nao in-
terpreta o dominio da fungdo corretamente.
Podendo esse erro ser o produto de uma lei-
tura equivocada do programa, ou seja, quando
esse aluno se depara com o esboc¢o do grafico,
visualiza superficialmente o objeto, limitando
sua interpretacdo apenas aos valores que pode
ver na interface do software, sem atentar que
o esboco é referente a capacidade da tela do
computador, mas que, se der um zoom n vezes,
é possivel constatar que o grafico ndo esta limi-
tado a um certo intervalo.

Essa atividade propde a construgao grafica
contribuindo para a compreensao da continui-

dade ou descontinuidade de uma funcao, po-
dendo verificar a conversdo aritmética versus
geomeétrica a partir da visualizacao da interfa-
ce do Geogebra; e, desse modo examinar o que
representa geometricamente uma indetermi-
nacdo, observando o salto no grafico.

Analisando os esbocos dos graficos (Grafi-
co 1), plotados simultaneamente nas janelas de
visualiza¢do 1 e 2, ambos feitos a partir do con-
trole deslizante, vé-se que ele traz a ideia do
discreto, do numérico, em que a fungao, pelo
processo de conversdo de Duval, é representa-
da por um grafico, porém, construido ponto a
ponto pelo efeito do “habilitar rastro” e anima-
¢ao.

Salientamos que na janela 1 ha um salto
no grafico para x igual a 2, mas a janela 2 apre-
senta a continuidade, e confrontando com o
Grafico 2, ao inserirmos a funcao

¥ =3x-2 (2x+1f x-2)

2
SO=""" (x—2)

na entrada do Geogebra, o mesmo nos fornece
o0 esboco do grafico sem restricdes; nesse caso,
podemos afirmar que esse fendmeno ocorre a
partir da limitacdo do software que, ao se inse-
rir a funcao, faz uma leitura, e projeta uma ima-
gem fundamentada em programacao alicerga-
da em propriedades e elementos matematicos.
Assim, o Geogebra entende e expressa uma res-
posta da funcao ja trabalhada algebricamente,
ou seja, o grafico sem restrigdes.

Percebe-se o que o erro ocasionado pelo
aluno (3) foi nao correlacionar as situagdes
das duas janelas do Geogebra e o Grafico 2, ao
analisar o comportamento dessa func¢do nas vi-
zinhangas do ponto x = 2, ponto este que nao
pertence ao dominio da fungdo. Constata-se
que essa func¢do se aproxima rapidamente do
valor 5, quando os valores de x se aproximam
de 2, tanto por valores de x < 2 (a esquerda de
2) como por valores x > 2 (a direita de 2).

Ha diversos exemplos sobre o calculo de
limites nos quais se confronta com situacoes
em que o quociente do numerador com o de-
nominador é nulo, em alguns casos, podemos
sair dessa situacdo a partir de manipulagoes
algébricas. Vale lembrar que o limite do quo-
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ciente é o quociente dos limites somente quan-
do os limites do numerador e do denominador
existem, sendo o do denominador diferente de
zero. Logo, o software entende que ha manipu-
lagdo algébrica e apresenta esbo¢o da fungao
apos o algebrismo.

CONSIDERACOES FINAIS

O eixo norteador da pesquisa apresentada
refere-se ao estudo de Limite e continuidade,
conceitos basicos do Calculo. Percebe-se uma
mudanca na atitude dos estudantes como refle-
X0S na pratica educativa em sala de aula, uma
transposicdo de uma aula expositiva passo a
passo para uma abordagem conceitual, media-
da por uma atividade interativa e participativa,
a partir das TICs. Nesse novo ambiente, os su-
jeitos envolvidos numa atividade colaborativa
sdo responsaveis pelo fazer matematico.

Buscou-se embasamento tedrico de Duval
(2009), que discute aimportancia dos registros
de representa¢do semidtica para o processo de
ensino e aprendizagem da matematica, como
articulagdo do pensamento entre as varias
representacdes do objeto matematico, funda-
mentando-se no processo que 0 mesmo autor
domina de conversao.

Refletiu-se sobre as diversas interpreta-
coes do ensino de Calculo; a linguagem mate-
matica esta presente nos Trés Mundos de Tall
(1981), assim como se pode descrever essa
relacdo na construgdo do conhecimento acerca
de Limite: na primeira fase, a intuicdo; na se-
gunda, a construcdao do conceito de limite; e,
por fim, a terceira, a definicdao formal.

Evidencia-se que o processo de conver-
sdo, transposicao das multiplas representa-
cdes dos objetos matematicos, de acordo com
Duval (2009), acontecem a todo momento na
construcdo conceitual, como na transposicdao
algébrica-grafica, ou geométrica-numérica.
Deve-se ressaltar que, segundo o mesmo au-
tor, a compreensao conceitual, a interpretagao
dos objetos e enunciados se relacionam com a
capacidade de articulacdo, a coordenacdo de
alguns registros semioticos, e a relagdo entre
noesis (conceito) e semiois (representacao).
Nessa perspectiva, a apropriagdo do conhe-
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cimento necessita da consciéncia dessa re-
presentacdo, a qual permite o didlogo entre o
sujeito e as atividades cognitivas, favorecendo
uma diversidade de registros de representacao
sobre um mesmo objeto matematico.

Na elaboracgao das atividades, procurou-se
efetivar o uso das TICs como recurso facilita-
dor, instigando descobertas, e oportunizar o le-
vantamento de conjecturas e a elaboraracdo de
conclusoes a partir de um espirito participati-
vo, colaborativo e sedutor; tanto para o docente
quanto para o discente. E importante salientar
que o uso das tecnologias para o ensino e a
aprendizagem de conceitos, como no estudo de
Limite e Continuidade, propicia compreensao e
apreensdo dessas entidades matematicas, num
processo que permite que o sujeito dialogue
com esse objeto.

As consequéncias do desenvolvimento das
tarefas como instrumento de apoio em sala de
aula, bem como proposta metodolégica, tém
implicacdes na forma como o sujeito interage
com os objetos matematicos, reflete, organi-
za suas ideias e se apropria do conhecimento.
Dessa forma, o professor tem a oportunidade
de acompanhar e avaliar todo o processo, pois,
no exercicio da comunicacdo das ideias, seja
oral ou escrita, o sujeito necessita estruturar,
sintetizar, refletir, conjecturar, e esse processo
leva o aluno a demonstrar os conhecimentos
adquiridos.

Percebe-se que houve um avanco significa-
tivo no processo de aprendizagem do conteu-
do proposto. Isso nos leva a aceitar a didatica
da ac¢do para a elaboracdo conceitual, isto é, a
importancia de se construir um conceito mate-
matico antes de defini-lo. Isso ndo significa dar
mais ou menos importancia as defini¢cdes, mas
sim permitir um maior e melhor entendimento
delas. De acordo com Pais (2001), ao aprender
o significado de um conceito, extrapola-se o
texto formal de uma definicao, o que confirma
as expectativas da pesquisadora na possibili-
dade de construg¢dao de um conhecimento com
compreensao.

Portanto, apresenta-se uma pratica edu-
cativa que se espera colabore para a aquisi¢ao
de saberes, no processo de ensino e aprendiza-
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gem de Limite, proporcionando uma (res)sig-
nificacdo e desenvolvendo conceitos de forma
significativa, a partir de tarefas que efetivam
os objetos de aprendizagem, aliados ao uso da
tecnologia.
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